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Représentations paramétriques et équations cartésiennes
L'essentiel du chapitre en deux pages

définitions - propriétés - méthodes - a savoir par coeur

Dans toute la fiche, le repére (O ; f, 5, Ig) est supposé orthonormé deés qu’il est question de vecteur normal, de norme ou de distance.

1 REPRESENTATION PARAMETRIQUE D’UNE DROITE

Théoréme. La droite d passant par A(x4;ya;za) et de vecteur directeur d(a; 5;7), 4 # 0, est 'ensemble des points
M(z;y;z)telsque AM =t i avect € R, c'est-a-dire :

r=x5+at

y=ya+pt teR.

zZ=2zpa+t
C’est une représentation paramétrique de d; ¢ est le paramétre.

Remarque. Une droite admet une infinité de représentations paramétriques : on peut changer de point et remplacer 1 par n’im-
porte quel vecteur colinéaire non nul.

Méthode — savoir-faire de base. (a) Pour la droite (AB), prendre 4 = zﬁ (b) Pour tester si M € d, chercher t & partir d’une
équation ou le coefficient de t n’est pas nul, et vérifier qu'il convient pour les deux autres. (c) Pour comparer deux représentations,
vérifier que les vecteurs directeurs sont colinéaires et qu’un point de I'une appartient a l'autre.

2 EQUATION CARTESIENNE D’UN PLAN

= —
Théoréme. Le plan P passant par A et de vecteur normal 7i(a;b;c) # 0 est I'ensemble des points M tels que AM -7 = 0; il

admet une équation cartésienne
ar +by+cz+d=0, otd=—(axs+byas+cza).
—
Démonstration : AM -7l = a(z — x4) + b(y — ya) + ¢(z — za) = 0, que I'on développe.

Théoréme — réciproque. Si (a;b;c) # (0;0;0), lensemble des points vérifiant ax + by + ¢z + d = 0 est un plan de vecteur
normal 7i(a; b;c).

Méthode — déterminer une équation de plan. (a) Point et vecteur normal : écrire ax + by + cz + d = 0 puis calculer d avec les
coordonnées du point. (b) Trois points non alignés A, B, C': chercher 7i(a;b;c) telque 1 - AB = Oetn - AC = 0 (systéme
deux équations : on fixe une composante), puis revenir au cas (a).

3 POSITIONS RELATIVES ET INTERSECTIONS

Méthode — droite et plan. Remplacer z, y, z par leur expression paramétrique dans I’équation du plan. L'équation en ¢ obtenue a
une solution (droite sécante au plan, intersection en un point), aucune solution (droite strictement paralléle) ou une infinité (droite
contenue dans le plan). Critére direct: d | P <= @ -7 = 0.

Méthode — deux droites. Résoudre le systéme donné par les deux paramétrages, avec deux parametres distincts ¢ et s. Solution
unique : droites sécantes; une infinité de solutions : droites confondues; aucune solution : droites strictement paralléles (vecteurs
directeurs colinéaires) ou non coplanaires (vecteurs directeurs non colinéaires).

Méthode — deux plans. P || P! <= i et i’ sont colinéaires (plans confondus si les équations sont proportionnelles). Sinon
I'intersection est une droite : on résout le systéme de deux équations en posant I'une des inconnues égale au paramétre ¢.

Propriété — base de I'espace. Trois vecteurs , ¥/, W forment une base <= ils ne sont pas coplanaires <= le systéme
U+ yv+ zw = 0n'admet que la solutionz =y = z = 0.
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4 PROJETE ORTHOGONAL ET DISTANCE

Méthode — projeté sur un plan. Le projeté orthogonal H de M sur P est le point d’intersection de P et de la droite passant par
M et de vecteur directeur 7i : on écrit la représentation paramétrique de cette droite, on la reporte dans I'équation de P, on en tire
t, puis H. Enfin d(M,P) = M H.

Méthode — projeté sur une droite. Le projeté orthogonal H de M sur d (de vecteur directeur @) est le point d’intersection de

d et du plan passant par M et de vecteur normal «; on peut aussi écrire H(x4 + at;...) et résoudre M H - @ = 0. Enfin
d(M,d)= MH.

Remarque. Le point H étant connu, le symétrique de M par rapport a P (ou a d) est le point M tel que H soit le milieu de [M M’].

5 SAVOIR-FAIRE DU CHAPITRE

>» SAVOIR-FAIRE

e Déterminer une représentation paramétrique d’une droite; reconnaitre qu’un point lui appartient; comparer deux re-
présentations.

e Déterminer une équation cartésienne d’un plan a partir d’'un point et d’'un vecteur normal, ou de trois points non alignés;
lire un vecteur normal sur une équation.

e Etudier les positions relatives de deux droites, d’une droite et d’un plan, de deux plans, et déterminer leur intersection.

e Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal d’un point sur une droite ou sur un plan, puis la distance correspon-
dante.

e Décider si trois vecteurs forment une base de I'espace et décomposer un vecteur dans cette base.

6 EXEMPLES TYPES

* EXEMPLE — droite et appartenance

PourA(Q;fl;3)etB(4;0;1),1@(2;1;72)et(AB):x:2+2t,y: —1+4+t,2z=3—2t.PourC(0;—2;5),2 =0
donnet = —1,etalorsy = —2,z2=5:C € (AB).Pour D(6;1;0),t =2donnez=—-1#0:D ¢ (AB).

* EXEMPLE — équation d’un plan

Plan P passant par A(1;2;—1) et de vecteur normal 77(3; —1;2) : son équationest 3z —y + 2z +d = 0,et A € P
donne3 —2—-2+d=0,soitd=1.DoncP: 3z —y+2z+1=0.

* EXEMPLE — intersection d’une droite et d’'un plan

Soitd:x =1+t,y=2—t,z=3+2tetP: 3x—y+2z+1=0.Enreportant:3(1+¢)— (2—¢)+2(3+2t)+1 =
8t + 8 = 0, d'ot t = —1 et un unique point d’intersection 7(0;3;1).

% EXEMPLE — projeté orthogonal et distance

Distance de M (4;1;1)auplan P : 3z —y + 2z + 1 = 0. La droite passant par M dirigée par 7i(3; —1;2) estz =
4+ 3t,y =1—1t,2 =1+ 2t. Enreportant : 14t + 14 = 0, donct = —1 etH(l;Q;fl).AIorsMﬁ(fi%;l;72) et
d(M,P)=MH =+/14 ~ 3,74.

® PIEGES

® Une représentation paramétrique n’est pas unique : deux systémes différents peuvent décrire la méme droite.

e Pour l'intersection de deux droites, utiliser deux paramétres distincts : avec un seul paramétre on obtient un systéeme
faux.

® Un point appartient a une droite seulement si la méme valeur de ¢ convient pour les trois coordonnées.

e Vecteur directeur pour une droite, normal pour un plan : dans ax + by 4+ cz +d = 0, (a ; b; ¢) est normal au plan, il ne
le dirige pas.

® Lire un vecteur normal sur une équation de plan, calculer une norme ou une distance : tout cela suppose le repére
orthonormé.
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