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ApprOfondissement R. RINGUET - 2026 - 2027

TERMINALE SPECIALITE - MATHEMATIQUES - ANALYSE - CHAPITRE 7

Fonction logarithme népérien

Pour aller plus loin : démonstrations du cours, inégalités de convexité,
algorithme de Briggs

6 exercices - niveau - durée conseillée : 2 h 30 - calculatrice autorisée

Exercice 1 Les démonstrations du cours 000
. L. . , . X
On admet que la fonction In est dérivable sur 0 ; +00] et I'on rappelle la croissance comparée lim —~ = 0,
X—4o0 €
établie au chapitre 3.
1
1.1 En dérivant les deux membres de I'égalité e = z, valable pour tout 2 > 0, démontrer que (In)'(z) = —.
x
1.2 Soitx € ]0;1[. On pose X = —Inz, doncz = e~ Justifier que X — oo quand z — 07, puis que
rzlnx = —lx;en déduire lim zlnx = 0.
€ z—0t
- , . . Inx
1.3  En posant cette fois X = Inx pour x > 1, démontrer de méme que lim — = 0.
r—4+o00 I

1.4 Soitn > 1.En écrivant 1;1—5 = h’Tx x etz Inz = 2" ! x (xlnx), démontrer que lim Inz _ (et
T z——+o0 T

Iim z"Inz = 0.
z—0T

Exercice 2 L'inégalité Inz < = — 1 et ses conséquences 000

2.1 Soith(x) =x — 1 —Inz sur]0;+oo[. Etudier les variations de h, puis en déduire que Inz < = — 1 pour
tout = > 0, I'égalité n’ayant lieu que pour = = 1.

2.2 Retrouver cette inégalité a 'aide de la convexité : montrer que In est concave sur |0 ; +-o00[, puis déterminer
une équation de la tangente a sa courbe au point d'abscisse 1 et conclure.

1
2.3 En appliquant I'inégalité de la question 2.1 au réel % démontrer que Inx > 1 — — pour tout z > 0, puis
T

1

que 1 — — < Inz < z — 1. Interpréter graphiquement cet encadrement et en déduire un encadrement de
T

In(1,1) d’amplitude inférieure a 10~2.

2.4 Soienta > 0etb > 0. En utilisant la concavité de In (courbe au-dessus de ses cordes), démontrer que
ln(%rb) > W, puis en déduire que vab < aTH’.

Exercice 3 La loi de Benford (hors programme — pour aller plus loin) 000

Dans de nombreuses collections de nombres réels issus de la vie courante (factures, populations de villes, longueurs
de fleuves), le premier chiffre significatif d n'est pas équiréparti : la proportion des nombres commencant par d est
trés bien approchée par P(d) = 1og(1 + é), oulogt = #—fo est le logarithme décimal.

3.1 Calculer P(1) et P(9), arrondis & 10~3. Comparer 2 la proportion % que donnerait I’équirépartition.

3.2 Démontrer que, pour tout d € {1;...;9}, P(d) = log(d + 1) — log d. En déduire, sans calculatrice, que
P(1)+P2)+---+ PO =1

3.3 Démontrer que P(1) > P(2) > --- > P(9) (on étudiera les variations de la fonction ¢ ~ log (1 + 1) sur
[1;9].

\7 Uniscience - Lycée - Terminale spécialité - Mathématiques uni-science.fr 1/2


https://uni-science.fr

R. RINGUET - Mathématiques — Terminale spécialité Fonction logarithme népérien — Approfondissement

3.4 Un service de controle examine 2 000 factures : combien devrait-il en trouver dont le montant commence
par 1? par 7? (Arrondir a 'unité.)
Exercice 4 L'algorithme de Briggs (YY)

Avant les calculatrices, on calculait les logarithmes par extractions succes-

sives de racines carrées. Soit > 0; on définit (u,) par ug = x et

1 from math import sqrt
Un+1 = 4/ Un. 2
4.1 Démontrer par récurrence que, pour tout entiern > 0, u,, > 0et 3| def briggs(x, n):
lnu, = gl—,f En déduire lim Inw,, puis que (u,) converge vers 1. b=
n——+o0o 5 for k in range(n):
4.2 D'aprés la question 2.2, Int ~ t — 1 pour t proche de 1 : en déduire j retu‘:nz
que, pour n grand, Inx & 2™ (u,, — 1).
4.3 Recopier et compléter les lignes 6 et 7 de la fonction briggs ci-contre.
Quelle valeur approchée de In 2 donne briggs (2, 20)? Comparer a
In22a107% pres.
4.4  Pourquoi, sur une machine, augmenter indéfiniment n ne rend-il pas
le résultat plus précis (observer u,, — 1 devant u,,)?
Exercice 5 Une suite qui converge lentement 000

On consideére la suite (u,,) définie par uy = 1 et, pour tout entier n > 0, up+1 = In(1 + wy,).

5.1 Démontrer par récurrence que u,, > 0 pour tout entiern > 0.

5.2 Enutilisant I'inégalité In(1+¢) < ¢, valable pour tout ¢ > —1 (conséquence de I'exercice 2), démontrer que
(uy, ) est décroissante.

5.3  En déduire que (u,,) converge vers ¢ > 0; g : t — In(1 + ¢) étant continue sur [0 ; +o0|, justifier que
¢ =1In(1+¢), puis que ¢ = 0.

5.4  Ecrire une fonction Python rang(e) renvoyant le plus petit entier n tel que u,, < e, puis donner rang(0.01)
et comparer cette vitesse de convergence a celle de (0,9™).

Exercice 6 Combien de solutions pour Inz = kz? o000

Pour tout réel k£ > 0, on note f}, la fonction définie sur |0 ; +-o0o[ par fi(z) = Inz — ka.

6.1

6.2

6.3

6.4

Inz
T

Déterminer lim fj(z), puis, en écrivant fi,(z) = = (2% — k), déterminer lim  fj ().
z—0* T—400

, 1—kx . - ;
Montrer que f}(z) = , puis dresser le tableau de variations de f, sur |0 ; +oo[. Démontrer que le

maximum de fi vaut —Ink — 1.

En discutant suivant les valeurs de k > 0, déterminer le nombre de solutions de I'’équation In x = kx. Dans
le cas particulier k£ = %, résoudre I'équation et démontrer que la droite d’équation y = % est tangente a la

courbe de In au point d’abscisse e.

Pour k = 0,2, donner un encadrement d’amplitude 10~2 de chacune des solutions de In z = 0,2 .
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