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ApprOfondissement Convexité R. RINGUET - 2026 - 2027

Pour aller plus loin : démontrer le cours, inégalité des pentes, moyennes, courbe
de Lorenz

7 exercices - niveau - durée conseillée : 2 h 30 - calculatrice autorisée

Exercice 1 La démonstration du cours : courbe et tangentes (YY)

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I telle que f”(x) > 0 pour tout x € I, et soit a un réel de
I. On note T}, la tangente a Cy au point d’abscisse a, et I'on pose, pour tout z € I,

9(z) = f(z) = [f(a) + f'(a)(z — a)].
1.1 Interpréter graphiquement le nombre g(x). Calculer g(a).

1.2 Calculer ¢'(z) et justifier que ¢’ est croissante sur I. En déduire le signe de ¢'(x) pour x < a, puis pour
T = a.

1.3 Dresser le tableau de variations de g, en déduire g > 0 sur I et conclure : la courbe d’'une fonction convexe
est au-dessus de chacune de ses tangentes.

1.4  Enoncer, sans le démontrer, le résultat analogue pour une fonction concave sur I.

Exercice 2 L'inégalité des pentes o0

Soit f une fonction convexe et deux fois dérivable sur un intervalle I, et soient a, b, c trois réels de I tels que
a < b < c.On admet le résultat de I'exercice 1 : pour tous réels x et t de I, f(x) = f(t) + f'(t)(z —t).

f(b) = f(a)

> fla),

2.1 Enappliquant cette inégalité avec t = a et x = b, démontrer que

b) — f(a
2.2 Enlappliquant avect = b et x = a, démontrer que f(l))f()
— a
[ = f(a) _ f(e) = Fb)
b—a h c—b
2.4 Appliquer I'inégalité des pentes a la fonction exponentielle aveca = 0, b = 1 et ¢ = 2 : quelle inégalité
obtient-on entre e et €2 ? Vérifier 3 la calculatrice.

< f/(b) (attention au signe de a — b).

2.3 En déduire I'inégalité des pentes : , puis I'interpréter graphiquement.

Exercice 3 Moyenne arithmétique et moyenne géométrique o000

3.1 Démontrer que la fonction racine carrée est concave sur |0 ; +-00/.
3.2 Déterminer une équation de la tangente a sa courbe au point d’abscisse 1, puis, a l'aide de la question 1.4,

1+t
démontrer que v/t < % pour tout réel ¢t > 0.

a
3.3 Soienta > 0etb > 0.En appliquant l'inégalité précédente at = 7 démontrer I'inégalité arithmético-

. a+b
géométrique : v ab < 5
3.4 Déterminer le cas d’égalité, puis, parmi les rectangles d’aire 36 m?, celui de plus petit périmétre (que I'on

calculera).

\7 Uniscience - Lycée - Terminale spécialité - Mathématiques uni-science.fr 1/2


https://uni-science.fr

R. RINGUET - Mathématiques — Terminale spécialité Convexité — Approfondissement

Exercice 4 La courbe de Lorenz et les inégalités de revenus 000

Dans un pays, on classe les ménages par revenu croissant. Pour x € L(x)

[0; 1], on note L(x) la part du revenu total percue par les 100z % de

ménages les plus modestes : la courbe de L est la courbe de Lorenz du

pays. On modélise ici L(z) = 0,422 + 0,6 2%,

4.1 Vérifier que L(0) = 0 et L(1) = 1, puis démontrer que L est |
croissante et convexe sur [0; 1]. 06+

1A

0,8 |

4.2  En utilisant la définition de la convexité avec la sécante joignant
les points O (0;0) et A (1; 1), justifierque L(z) < zsur[0;1], **7
puis interpréter concrétement. |

021
4.3 Calculer L(0,5) et L(0,9) : quelle part du revenu les 10 % les
plus aisés percoivent-ils ? 0
_ 0 02 04 06 08 1
4.4 Démontrer que L'(z) = 1 admet une unique solution z sur z

[0; 1] et en donner un encadrement d’amplitude 102 Figure 1 — Courbe de Lorenz et droite y = =

4.5 Lerevenudu ménage de rang x égale le revenu moyen du pays:
interpréter la valeur de x.

xT

Exercice 5 Affiner l'inégalitéc” > 1 + ¢ (YY)
5.1 Rappeler brievement pourquoi e® > 1 + x pour tout réel x.

52 Soitg(z) =e” —1— a2 — £ sur[0;+ocl. Calculer ¢'(z) et, a laide de 5.1, justifier que ¢’ > 0.

2
22
5.3 Endéduireque e* > 1+ x + > pour tout réel x > 0. Cette inégalité est-elle encore vraie pour x = —37?
2 .3

5.4  Par la méme méthode, démontrer que e* > 1 + x + > + 5 pour tout = > 0.

e? _«x r
5.5 Endéduire — > — pour x > 0, puis retrouver lim — = +oo.

1‘2 6 xr——+00 xQ
Exercice 6 Une famille de courbes et leurs points d’inflexion (Y Y]

Pour tout réel m, on note f,, lafonction définie sur R par f,(z) = 23 +m a4z, etC,, sacourbe représentative.

6.1  Calculer f (x) et montrer que C,,, a un unique point d'inflexion I,,,, de coordonnées a exprimer en fonction
de m.

6.2 Démontrer que tous les points I,,,, m € R, appartiennent a la courbe d’équation y = —223 + z. Tous ses
points sont-ils atteints ?

6.3 Déterminer I'ensemble des réels m pour lesquels f,,, est convexe sur [0 ; +00].

6.4 Déterminer I'ensemble des réels m pour lesquels f,,, est croissante sur R.

Exercice 7 Convexité et moyennes : I'inégalité du milieu (Y Y]

Soit f une fonction convexe sur un intervalle I.

7.1 Soient a et b dans I. En considérant le milieu de la sécante d’extrémités d’abscisses a et b, démontrer que
(o) < L0300

7.2 En l'appliquant trois fois, démontrer que f(a+bj1‘c+d) < f(a)Jrf(b)Zf(c)H(d)

pour tous a, b, ¢, d de 1.

a+b
7.3  Application : démontrer que e% < % (ea + eb) pour tous réels a et b; vérifier poura = 0 et b = 2.

T1+-+Ton ) <
X

7.4  (hors programme) Démontrer par récurrence que, pour n > 1 et tous x1,...,zon de I, f( o

[+ f(zon)
2n :
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