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Oscillateur harmonique, régime libre du second ordre, impédances, régime
sinusoidal forcé et résonance

définitions - méthodes - démonstrations exigibles - pieges

1 L'OSCILLATEUR HARMONIQUE

Définition. Un systéme a un degré de liberté x est un oscillateur harmonique lorsque x vérifie
d?x 9
@4‘&)01’:0, wo > 0,

ol wy est la pulsation propre (en rad-s!). Les solutions sont

x(t) = X, cos(wot + ¢) = A cos(wot) + B sin(wopt),

2T 1 w
avec X,,, > 0 I'amplitude, ¢ la phase a l'origine, T, = — la période propre et f; = i = 2—0 la fréquence propre. Les deux
w 0 us

0
constantes sont fixées par les deux conditions initiales z(0) et 4:(0) :

A=z, B="9  x - \/x(())z . (x(())f ang — 0

wo wo ZL’(O) '

Notation. Onnote & = dz/dtetd = dzm/ dt2. La pulsation propre ne dépend que du systéme, jamais des conditions initiales :
c'est I'isochronisme des oscillations.

m

—
x

Figure 1 — Circuit LC : iic + wiuc = 0,wo = 1/VLC Figure 2 — Masse-ressort : & + w2z = 0, wg = /k/m

* EXEMPLE — circuit LC
Loi des mailles : ur, + uc = 0 avecur, = L di/dteti = C duc/dt, donc LC iic + uc =0

1
® 2
e + wyuc =0, wo = —

VILC
L =10mH et C = 1,0 uF donnent wy = 1,0 x 10*rad-s~!, fo = 1,6 kHz et Ty = 0,63 ms.

Remarque. La deuxiéme loi de Newton (chapitre 9) appliquée a la masse soumise au rappel —kx donne m# = —kx. Dans ce
chapitre, toute équation mécanique du mouvement est admise ou fournie : seul son traitement est exigible ici.

Propriété — énergie. Pour le circuit LC, £ = %Cu% + %Li2 est constante : en multipliant LC'iic + uc = 0 par Cic = i on
obtient d€ / dt = 0. L'énergie oscille entre les deux formes a la pulsation 2w, chacune de moyenne £ /2. [dem en mécanique avec
&= %mﬁcQ + %ka.

2 OSCILLATEUR AMORTI : FORME CANONIQUE, wq ET )

Théoréme — forme canonique. Tout oscillateur linéaire amorti a un degré de liberté s’écrit

(12733 L@ dz 9
dez - Q dt

ol ) > 0, sans dimension, est le facteur de qualité et f le terme d’excitation. Le second membre en régime permanent constant
donne zo = f/wg.
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Figure 3 — Circuit RLC série Figure 4 — Oscillateur mécanique amorti par frottement visqueux — Az

Méthode — obtenir la forme canonique. (i) loi des mailles (ou équation du mouvement fournie); (ii) tout exprimer avec une incon-
nue; (iii) diviser par le coefficient de i ; (iv) identifier w au coefficient de x et wy/Q a celui de . Toujours vérifier ’homogénéité :
[wo] = s71, Q sans dimension.

% EXEMPLE — RLC série, figure 3

di d
e:Ri—FLd—z—|—ucaveci:C%donneLCﬁc—FRC’ﬁc—i—uc:e,soit

@ N 1 Q_l L  Lwy 1
Ye=T1C = “RVC T R T RCw

Avec L = 10mH, C = 1,0puF: /L/C = 100£, donc Q = 10 pour R = 10Q et @ = 0,10 pour R = 1,0 k(2.

s B 1
R A 7

vkm mwo

Propriété — analogie électromécanique. L'équation m@ + A\ + kx = F(t) donnewy = /k/metQ = N = Les
deux oscillateurs sont formellement identiques :

Electrique q i=q L R 1/C e(t)
Mécanique x V=1 m A k F(t)
2
Toute formule établie sur I'un se transpose : £ Li? <+ $mv?, &= <> $ka?, Ri* <> \v? (puissance dissipée).

3 REGIME LIBRE : LES TROIS REGIMES

w
Méthode — racines du polynéme caractéristique. L'équation homogéne & + 24 + w%x = 0 a pour équation caractéristique

" Q
P24 Dy w3 = 0, de discriminant
Q
2 2
A—Q2 4w Q2(1—4Q).
1
Le signe de A, donc la nature du régime, ne dépend que de () comparé a oh
1
apériodique A > 0:racines réelles négatives r+ = 7@ + wo,/ 107 — 1,z = Ae"™' + Be""; retour
sans oscillation, d’autant plus lent que @ est petit.
critique A = 0:racine double 7 = —wp, z = (A + Bt) e “°%; retour sans oscillation, le plus rapide
possible.

pseudo-périodique A < 0: racines —;% + jw, v = e “0/ (9 (A coswt + Bsinwt); oscillations amorties.

Définition. Dans le régime pseudo-périodique, la pseudo-pulsation et la pseudo-période valent

1 27

1
w < wo toujours : 'amortissement ralentit les oscillations. L'écart relatif vaut —— 802 au premier ordre : pour Q > 5, w et wy différent

de moins de 1 %.

—t/7 @Z QTO,d,

10
avecT = ou At ~ 51 = —Q :le systeme
wo 0 w

0
effectue environ )/ pseudo-périodes par constante de temps, soit de l'ordre de @ oscillations visibles. Un grand () signifie un
faible amortissement. Pour () < 1/2, c’est la racine la plus petite en valeur absolue, r, qui impose la durée : At =~ 5/ |r|.

Propriété — durée du régime transitoire. L'enveloppe décroitene

-

\J uniscience - CPGE - MPSI - Physique-chimie 2/6



R. RINGUET - Physique-chimie — MPSI Oscillateurs libres et forcés — Fiche de cours

Définition. Le décrément logarithmique compare deux élongations séparées d’une pseudo-période :

x(t) — Too T T T ., 1 x(t) — Too
d=lh—————— =—=——— ~ —, plus généralement 6 = —In——————.
2(t+T)— 20 T Q2— 1 Q> Q n  z(t+nT)— 200
1

72 1

C’est la fagon la plus stre de mesurer (Q sur un enregistrement : on 'obtient par Q) = 32 + -

Définition. Le portrait de phase est la courbe paramétrée t — (x(t)7 x(t)) (souvent 4:/wq en ordonnée, pour que les deux axes
aient la méme unité). Il ne fait pas apparaitre le temps mais rend la nature du régime immédiate : ellipse fermée (harmonique, éner-
gie constante), spirale convergente (pseudo-périodique), arc unique sans tour complet (critique et apériodique). Les trajectoires
convergent vers le point attracteur (z, 0) et ne se croisent jamais.

"N Q=5
g 05+ Rl / —_—Q=1/2
; 0 S —e —— Q =0,2 ld
~—
—0,5 + \ / \/ 1 >
0 4 8 12 16
wot
Figure 5 — Régime libre, z(0) = zg, (0) = 0 Figure 6 — Portraits de phase : Q = 5 (spirale), Q = 1/2 (pointillés)

Propriété — bilan énergétique. En multipliant Lj + Rq + q/C = epari =g

. d q2 .2
el = dt(L +20>+Rl.

La puissance fournie se répartit entre variation de I'énergie stockée et dissipation Joule, toujours positive. En régime libre d€/ dt =
—Ri? < 0: I'énergie décroit, ce qui interdit toute oscillation entretenue. Pour Q@ > 1 elle décroit en e~t/7 avec Te =T/2 =
Q/wo, et Q = 2w x (énergie stockée)/(énergie dissipée par pseudo-période).

4 REGIME SINUSOIDAL FORCE : NOTATION COMPLEXE ET IMPEDANCES

Définition. Le régime sinusoidal forcé (RSF) est le régime permanent atteint par un circuit linéaire stable excité par une source sinu-
soidale, une fois le transitoire éteint (au bout de 57). Toutes les grandeurs y sont sinusoidales de méme pulsation w que I'excitation :
seules 'amplitude et la phase changent.

Notation. A u(t) = U, cos(wt + ¢, ) on associe I'amplitude complexe u = U,, /¥, de sorte que u(t) = Re( ej“’t) avec
2
7% = —1.Alors

du . u
— — jJwu, udt +— —, Un = |u], Pu = argu.
dt Jw

Dériver, c'est multiplier par jw : I'équation différentielle devient une équation algébrique.

U
Définition. L'impédance complexe d’un dipdle linéaire passif en RSF est Z = = (convention récepteur), en €); son inverse est
3

I'admittance Y = 1/Z. On établit, 3 partir des relations constitutives :

L

Zp=R, Zpo=-—=-—2— Z,=jL
ZR ) “C ch va ZL JLw

|Z| est le rapport des amplitudes, arg Z I'avance de phase de u sur i : 0 pour R, +7/2 pour L (la tension est en avance), —m/2
pour C' (en retard).

Propriété — associations. Les lois de Kirchhoff, les ponts diviseurs et les modéles de Thévenin s’appliquent aux amplitudes com-
plexes, avec les impédances a la place des résistances :

2,2,

Zsérie = Zl + ZQ, Zparalléle = m
“ L9

Z, (cest-a-direY =Y, +Y,).
Remarque — domaine de validité. Lesimpédances n'ont de sens qu’en RSF établi : elles ne décrivent ni le régime transitoire, ni une
excitation non sinusoidale (il faut alors la décomposer en série de Fourier, chapitre 6). Et I'on n’additionne jamais des amplitudes

réelles : on additionne les complexes.

Méthode — résoudre un probléme de RSF. (i) remplacer chaque dip6le par son impédance; (ii) traiter le circuit comme un circuit
résistif en complexes (diviseur de tension, loi des mailles); (iii) prendre le module pour 'amplitude, I'argument pour la phase, puis
revenir au réel. Pour un quotient, calculer séparément [numérateur| et |dénominateur| : ne jamais développer le module d’une
somme.
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5 RESONANCES DU RLC SERIE

Propriété — intensité. Avece(t) = E,, coswt,i = %, donc en posant z = =,
R+ jLw+ Yo} wo
E, E,./R 1
I, (w) = = = / = goi——arctan{Q (x—)} .
VR +(Lw-&) 142 (- 1) z

Il y a toujours résonance en intensité, quelle que soit la valeur de (), et elle a lieu exactement en w = wy : le circuit est alors
purement résistif (Z = R), uy, et uc se compensent, i est en phase avec e et I, yax = Fn/R.

Définition. La bande passante (a3 —3 dB) est I'ensemble des pulsations telles que I,,, > Im,max/\@, c'est-a-dire telles que la
puissance moyenne dissipée soit au moins la moitié du maximum. Elle est encadrée par les pulsations de coupure w; < wo, et

wo . wo fo
Aw =ws —w1 = — soit = — =
2 1 Q Q Aw Afa
Ce résultat est exact. Plus () est grand, plus la résonance est aigué (sélective) : () mesure I'acuité de la résonance. C'est la deuxiéme
méthode de mesure de @, aprés le décrément logarithmique.

Wiy = w(Q).

e
Propriété — charge ou tension du condensateur. u¢c = —————-, donc
1—a=+ ]6
B

Uom(w) = : =
(-2 + 2

1
Il'y a résonance si et seulement si () > ——, et alors, en annulant la dérivée du dénominateur :

V2

1 Ep,
wr =woy/1 — —= < w(pseudo) < wo, Ucm,max = _QEn
2Q2 ’ 1 — 557

1

Pour @ > 1, w, — wo et Ucm max = @ E, : c’est le phénomeéne de surtension, qui peut détruire un composant () = 50,
E,, =5V =250V). EnfinUc,,, = E,, en basse fréquence et Uc,,, — 0 en haute fréquence.

ImR/Em
UCm/Em

= w/wo = w/wo

Figure 7 — Résonance en intensité : toujoursenz = 1 Figure 8 — Résonance en charge : seulement si Q) > 1/ V2

Remarque. Par I'analogie, la résonance en vitesse d’un oscillateur mécanique a toujours lieu en wg (comme l'intensité) et la réso-
nance en élongation seulement si ) > 1/\/5 enw, = wpy/1 — 1/(2Q?) (comme la charge). Les trois pulsations se rangent dans
l'ordre w, < w < wy.

6 PUISSANCE EN REGIME SINUSOIDAL FORCE

Définition. Lavaleur efficace d’'une grandeur sinusoidale d'amplitude U,,, est U = Um/\/i: c’est la valeur constante qui dissiperait
la méme puissance dans une résistance.

Théoréme — puissance moyenne. Pour u = U,, cos(wt) eti = I,,, cos(wt — ), oli ¢ = arg Z est I'avance de phase de u sur 1,

la puissance instantanée p = ut a pour moyenne sur une période| P = % Ul cose = U Icosyp |olcos est le facteur de

puissance. Démonstration : cos a cos b = %[cos(a —b) + cos(a + b)], et la moyenne du terme en 2wt est nulle.
Propriété — conséquences. P = %RI?R = RI? : seules les résistances consomment, la puissance moyenne recue par L et C
étant nulle (elles stockent puis restituent). Pour le RLC série,
RE? /2 P
’P(w) — 5 m/ - 5 _ 2max -

2
m
2 ,Pmax:ﬁenw:wo-
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La bande passante est donc exactement I'intervalle o P > Ppyax/2 (d'oli le nom de pulsations de demi-puissance). Un cos ¢
faible signifie un courant élevé pour une puissance utile donnée, donc des pertes en ligne : on le reléve en placant un condensateur
en paralléle sur une installation inductive.

7 CAPACITE NUMERIQUE : RESOUDRE NUMERIQUEMENT L’EQUATION DU SECOND ORDRE

Méthode — systéme du premier ordre. On ne discrétise jamais Z directement : on pose v = x et on écrit le systeme

dx dv wo 9

— = — = ) — =v—wjx

dt ) dt f( ) Q 04
auquel on applique le schéma d’Euler explicite, composante par composante. Le tracé de v en fonction de x donne le portrait de
phase.

=R
» O

1 import numpy as np
2 w0, Q = 1.0e4, 10.0 # pulsation propre (rad/s) et facteur de qualite
3 h=2%*npp.pi/ w0 / 500 # pas : 500 points par periode propre
4 t = np.arange(0.0, 20e-3, h)
5 X = np.zeros(len(t)); v = np.zeros(len(t))
6 x[0], v[0] = 1.0, 0.0 # conditions initiales : x(0) = 1, xpoint(0) = 0
7
8 def f(u): # excitation : 0.0 en regime libre
9 return 0.0
for k in range(len(t) - 1):
x[k + 1] = x[k] + h * v[k]
vik + 1] = v[k] + h * (f(t[k]) - w0 / Q * v[k] - wo**2 * x[k])

[
N

Remarque. Le pas doit étre petit devant la plus petite échelle de temps, ici Ty = 27 /wy : prendre h < T /100. Avec un pas trop
grand, le schéma d’Euler explicite augmente artificiellement I'énergie et la spirale s’ouvre au lieu de converger.

8 DEMONSTRATIONS EXIGIBLES ET SAVOIR-FAIRE

* EXEMPLE — les démonstrations a savoir refaire

e Equations du LC et du RLC série, forme canonique, identification de wy et Q, controle d’homogénéité.

e Régime libre : équation caractéristique, signe de A selon @, les trois formes de solution, constantes par 2(0) et &(0);
pseudo-pulsation w = wg+/1 — 1/(4Q?) et décrément § = 7/,/Q? — 1/4.

e Energie : conservation pour le LC, d€ / dt = — Ri? pour le RLC.

e Impédances de R, L, C' a partir des relations constitutives en représentation complexe.

e Résonance en intensité en wy et bande passante Aw = wy/Q (résolutionde Q |x — 1/z| = 1); condition Q > 1/+/2
et w, = wp+/1 — 1/(2Q2) pour la charge (minimisation de (1 — 22)? + 22/Q?).

e Puissance moyenne P = U cos y et nullité de la puissance moyenne regue par L et C.

>» SAVOIR-FAIRE

e Etablir I'’équation d’un oscillateur, la mettre sous forme canonique, en tirer wy et ), prévoir la nature du régime et la
durée du transitoire (=~ 10Q)/wy, soit de l'ordre de () oscillations visibles).

e Résoudre unrégime libre ou une réponse a un échelon par les racines du polynéme caractéristique, avec deux conditions
initiales (uc et iz, continues).

® Mesurer wy et @ sur un relevé temporel (pseudo-période, décrément logarithmique) ou sur des courbes de résonance
(position du maximum, bande passante, courbe de phase).

e Remplacer une association série ou paralléle de deux impédances par une impédance équivalente et utiliser un diviseur
de tension en complexes; établir 'amplitude et la phase d’une grandeur en RSF, discuter I'existence d’une résonance,
calculer un facteur de surtension.

e Calculer une valeur efficace, une puissance moyenne, un facteur de puissance; relier bande passante et demi-puissance.

e Transposer un résultat électrique en résultat mécanique par I'analogie, et réciproquement ; écrire le schéma d’Euler d'un
systéme du second ordre et tracer un portrait de phase.

Bl FORMULAIRE — Les relations a connaitre par coeur
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wo

Q

e Forme canonique : & +

& + wdx = f(t). RLC série : wy

Oscillateurs libres et forcés — Fiche de cours

1 Q = l\/£ Mécanique : wy = \/E
- mv - R C' q . 0 — mv

* Régimes: Q) < 3 apériodique; Q = 1 critique (R. = 21/L/C); Q > § pseudo-périodique, w = wp /1 — ﬁ.

e Amortissement : enveloppe en e =0t/ (2@ 7 = 2Q /wy,§ = T/7 = 7/,/Q? — 1 ~ 7/Q.Energies: 1 Li?, LCuZ, =

2
2’1—0, %mv2, %k:ﬁ : dissipation Ri2 ou \v2.

1
o Impéd ZLp=R Z; =jLlw, Zr = ——
mpédances : Z Z; =jLlw, Zs o

e Résonances : intensité toujours en wy, Aw = wp/Q, wiws = wg; charge si Q > T3 enwr = wo 1-— 57

amplitude QFE,,,/,/1 — ﬁ.

; série : somme des Z ; paralléle : somme des Y.

e Puissance: U = U,,/V/2, P = Ul cos p = RI?, Prax = E2,/(2R) en wy.
e Repéres: L = 10mH, C = 1,0uF = wp = 1,0 x 10*rad-s7!, fo = 1,6kHz, \/L/C = 1009, R, = 200.
Diapason Q ~ 103, quartz Q@ ~ 10°, pendule de TP Q ~ 10 a 102.

® PIEGES

® Placer ( au mauvais endroit dans la forme canonique :

le coefficient de & est wp /@, donc un grand @ = un
faible amortissement.

e Confondre wy (pulsation propre), w (pseudo-pulsation,
régime libre) et w,. (pulsation de résonance en charge
ou en élongation) : w, < w < wp.

® Croire que la résonance en élongation ou en charge a
lieu en wg, ou qu’elle existe toujours : il faut
Q>1/V2.

e Utiliser une impédance en régime transitoire ou pour
une excitation non sinusoidale ; additionner des
amplitudes réelles au lieu des complexes; oublier le
jw de la dérivation; écrire | Z, + Z5| = |Z;1| + | Z5
sommer des impédances en paralléle sans passer par
les admittances.

)

\7 uniscience - CPGE - MPSI| - Physique-chimie

e Se tromper de signe sur le déphasage : arg Z est

I'avance de w sur i, et vaut —7 /2 pour un
condensateur. Oublier une condition initiale : le
second ordre exige z(0) et &(0), c'est-a-dire la
continuité de u¢ et cellede ¢ ..

Dire qu’un régime pseudo-périodique est périodique :
son amplitude décroit. Confondre valeur efficace et
amplitude (V2 pour une sinusoide seulement), ou
écrire P = U1 sans le facteur de puissance.

Mesurer (Q sur une résonance tronquée par la
saturation du GBF, ou oublier que la résistance interne
du GBF et celle de la bobine s’ajoutent a R (le Q)
mesuré est toujours inférieur au @ calculé). En
simulation, discrétiser & directement au lieu de passer
par le systéme (x, v), ou prendre h comparable a Tj.
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