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Anneau K[X], arithmétique, racines et factorisation, interpolation, décomposition
en éléments simples

définitions - théorémes et hypothéses - méthodes - démonstrations exigibles

1 LANNEAU K[X] : DEGRE, INTEGRITE, RACINES

Notation. Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

Définition. On admet I'existence d’un ensemble K[X], contenant K et un élément X appelé indéterminée, dont tout élément
s'écrit de maniére unique P = 3, arX¥ = a9+ a1 X + -+ + a, X", ot la famille de scalaires (a)ren est presque nulle
(tous nuls sauf un nombre fini). Muni des opérations usuelles, K[ X] est un anneau commutatif. La construction de K[ X] est hors
programme. L'unicité des coefficients est I'outil le plus utilisé du chapitre : une égalité entre polyndmes équivaut a I'égalité de leurs
coefficients un a un — c’est le principe d’identification.

Définition. Soit P = ), ax X" non nul. Le degré deg P est le plus grand k tel que aj, # 0, et Gdeg p le coefficient dominant;
P est unitaire lorsque ce coefficient vaut 1. La valuation v(P) est le plus petit & tel que a; # 0. On convient deg) = —oo et
v(0) = 400. Enfin K, [X] = {P, deg P < n} : stable par somme et par produit par un scalaire, pas par produit.

Propriété — degré et valuation. Pour P, Q € K[X], A € K*etn € N:deg(P+ Q) < max(deg P, deg ), avec égalité dés que
deg P # deg Q,etv(P+Q) > min(v(P),v(Q)) ;‘ deg(PQ) = deg P + deg Q ‘,’U(PQ) = v(P)+v(Q),deg(AP) = deg P,
deg (P™) = ndeg P; enfin deg(P o Q) = deg P x deg @ si P et @ sont non constants, ot P o Q = P(Q).

Théoréme — intégrité. K[X] est un anneau intégre: PQQ = 0 = P = 0ou @ = 0. Ses inversibles sont les constantes non nulles :
K[X]* = K*.

Idée de preuve (exigible). Si P, Q # 0 ont pour coefficients dominants a et b, celui de X 4°8 P+de @ dans PQ vaut ab # 0 (K est
un corps) : d'ott PQ # 0 et le degré d'un produit. Si PQ = 1, deg P + deg Q = 0 force deg P = deg (@ = 0.

% ATTENTION
«deg(P + Q) = max(deg P, deg Q) » est faux sans hypothése : pour P = X2+ X et Q = —X?2,deg(P+ Q) = 1.la
convention deg 0 = —oo n’est pas un ornement : elle rend les formules ci-dessus valables sans exception, y compris si un

polynéme est nul.

Définition. AP = Zk a X ¥ on associe la fonction polynomiale P:K— K, x +— Zk a,x®, notée simplement P. L'application
P+ P estinjective : un polyndme est déterminé par sa fonction polynomiale, ce qui légitime I'identification — licite ici car K est
infini, fausse sur un corps fini. Un scalaire a est racine de P lorsque P(a) = 0.

Théoréme. qestracinede P <—= (X —a) | P.

Idée de preuve (exigible). La division euclidienne par X — a donne P = (X — a)@ + R avec deg R < 1, donc R constant; en
évaluanten a, R = P(a). Ainsi P = (X — a)Q + P(a).

Théoréme — nombre de racines. Si P # 0, le nombre de racines de P dans K, comptées sans multiplicité, est majoré par deg P.
Donc : un polyndme de degré < n ayant n + 1 racines distinctes est nul; un polynéme ayant une infinité de racines est nul.

Idée de preuve (exigible). Récurrence sur deg P : si a est racine, P = (X — a)Q avec deg Q = deg P — 1; toute racine b # a
vérifie (b — a)Q(b) = 0 donc Q(b) = 0 (K est intégre), et I'on applique I'hypothése de récurrence a Q.

Méthode — schéma de Horner. pour évaluer P = a, X™ + --- + ag en «, calculer b,, = a,, puis by = bgr1 + ay, : alors
bp = P(«), en n additions et n multiplications seulement, et b,,, . . ., by sont les coefficients du quotient de P par X — «.

2 DIVISIBILITE, DIVISION EUCLIDIENNE

Définition. B divise A (noté B | A) lorsqu'il existe ) € K[X] tel que A = B(Q. La divisibilité est transitive; si B | A; et B | As,
alors B | (UA; + V As) pour tous U, V'; si B | Aavec A # 0, alors deg B < deg A.

Théoréme — polynémes associés. A | Bet B| A < 3\ € K*, B = AA:ondit que A et B sont associés. Deux polynémes
associés et unitaires sont égaux. Preuve : B = AQ et A = BQ' donnent A = AQQ’, donc QQ’ = 1 par intégrité, donc Q € K*.
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Théoréme — division euclidienne. Soient A € K[X] et B € K[X] non nul. Il existe un unique couple (Q, R) € K[X]? tel que
A=BQ+ R et deg R < deg B.
(@ est le quotient, R le reste; de plus B| A < R =0.

Idée de preuve (exigible). Existence par récurrence sur deg A : si deg A < deg B, prendre (0, A); sinon, avec n = deg A, m =
deg B et a, b les coefficients dominants, le polynéme A — %X”_mB est de degré < n et I'’hypothese de récurrence s’applique.
Unicité : B(Q — Q') = R’ — R;si Q # Q' le membre de gauche est de degré > deg B, celui de droite < deg B : absurde.

Méthode — division posée. disposer A et B par degrés décroissants sans omettre les monémes de coefficient nul, éliminer a
chaque étape le terme dominant du dividende courant jusqu’a un degré < deg B, puis contréler en redéveloppant BQ + R.

3 ARITHMETIQUE DANS K[X] : LE PARALLELE AVEC Z

Toute I'arithmétique du chapitre 11 se transpose : le degré remplace la valeur absolue, « unitaire » remplace « positif ».

Dans Z Dans K[X]
a=bg+r, 0<r <|b A= BQ + R, deg R < deg B
inversibles {—1, 1} ; associés a; normalisation : ¢ > 0 inversibles K* ; associés A A ; normalisation : unitaire
A A B : diviseur commun de degré maximal; P irréductible :
a A b : plus grand diviseur commun; p premier: 2,3,5, ... X — adans C[X], et aussi X% 4+ pX + q(p* — 4q < 0) dans
R[X]

Théoréme — pged. Soient A, B € K[X] non tous deux nuls. Il existe un unique polynéme unitaire D tel que les diviseurs communs
de A et B soient exactement les diviseurs de D ; c’est le diviseur commun de degré maximal, noté A A B. Les autres pgcd sont les
AD, A€ K*.OonaAAB =BAA AAN0O = Anormalisé (A # 0), ANl =1, AANB = (A — QB) A B pour tout ), et
I’associativité, qui autorise A7 A --- A A,,.

Théoréme — algorithme d’Euclide. On pose Ry = A, Ry = B # 0 et, tant que Ry, # 0, on note Ry 1 le reste de la division
euclidienne de Ry _1 par Ry. L'algorithme s'arréte, et A A B est le dernier reste non nul, rendu unitaire.

Idée de preuve. Terminaison : (deg Rk)k>1 est strictement décroissante dans N tant que Ry, # 0. Correction : Ry, 1 N R, =
Ry A Rjpy1,donc AN B = Ry A0 = Ry normalisé.

Théoréme — Bézout et Gauss. Soient A, B,C' € K[X], avec A, B non tous nuls et D = A A B. Relation de Bézout : il existe
(U,V) € K[X]? tel que AU + BV = D; on l'obtient par |'algorithme d’Euclide étendu, en remontant les divisions pour exprimer
chaque reste en fonction de A et B. On dit que A et B sont premiers entre eux lorsque A A B = 1; théoréme de Bézout :
AANB=1 < 3(U,V) e K[X]?, AU + BV = 1.Lemmede Gauss:si A | BCet AN B =1,alors A | C.

Idées de preuve (exigibles). Bézout (<) : tout diviseur commun E divise AU+ BV = 1,doncdeg ¥ = 0.Gauss:de AU+ BV =1
ontire C = ACU + (BC')V, combinaison de deux multiples de A.

Propriété — conséquences. SiA | C,B|Cet AANB =1,alors AB | C;siANC =1etBAC = 1,alors (AB) AC = 1;si
D=ANB,A=DA,, B= DBy, alors Ay A By = 1.Leppcm AV B (A, B non nuls) est 'unique multiple commun unitaire
de degré minimal; les multiples communs sont ses multiples, et (A A B)(A V B) est associé 3 AB.

Définition. P est irréductible dans K[X] lorsque deg P > 1 et que ses seuls diviseurs sont les constantes non nulles et les AP.
Tout polynéme de degré 1 est irréductible, et tout polynéme de degré > 1 s'écrit, de facon unique a l'ordre prés, comme produit
d’une constante et de facteurs irréductibles unitaires. Lirréductibilité dépend du corps : X2 + 1 est irréductible dans R[X] mais
vaut (X — i)(X + 1) dans C[X]; et « pas de racine dans K » n'entraine pas « irréductible » dés le degré 4, comme le montre
X4+ X2 +1=(X?2+X+1) (X2 - X+ 1), sans racine réelle.

4 DERIVATION FORMELLE, MULTIPLICITE D’UNE RACINE

Définition. Pour P = 7, ax X*, le polyndme dérivé est P’ = 7 ka,Xk~1, et PO = p, pbtl) — (pk))' s

degP = n > lalorsdeg P’ = n — 1;si P est constant, P’ = 0. Pour K = R, P/ = (P)/ : la dérivée formelle prolonge la
dérivée usuelle.

Propriété — opérations. Pour P,Q € K[X], \,up € K,n € N,a € Ketk < m: (AP 4+ puQ) = AP + u@’;
(PQ) = PQ+PQ;(PoQ) = Q x (PoQ); (X—a)")" = 25 (X —a)"*; et Ia formule de Leibniz

(PQ)™ — En: (Z) P Qn—h),

k=0
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Théoréme — formule de Taylor polynomiale. Pour P € K,[X]eta € K: |P = Z — (X - a)]C — une égalité de

polynémes, exacte et sans reste, qui exprime P en fonction des puissances de X — a.

Idée de preuve. Une récurrence sur deg P permet d’écrire P = > 7' ¢ (X — a)¥; en dérivant j fois et en évaluant en a, il ne
reste que j! c;.

Définition. Soient P # 0, a € K et m € N*. a est racine de P de multiplicité m lorsque (X — a)™ | Pet (X —a)™"! { P,
clest-a-dire lorsque P = (X — a)™Q avec Q(a) # 0 : racine simple sim = 1, double si m = 2 (et multiplicité 0 si P(a) # 0).

Théoréme — caractérisation par les dérivées. Pour P # 0,a € K, m € N*:
a racine de multiplicité . <= P(a) = P'(a) = --- = P Y (a) = 0 et P"™)(a) # 0,
et(X —a)™ | P <= P(a) =--- = P Y(a) = 0.De plus, si a est de multiplicité m > 1 pour P, elle est de multiplicité

exactement m — 1 pour P’. En particulier : P n’a que des racines simples <= |PA P =1

Idée de preuve (exigible). La formule de Taylor en a écrit P comme polyndme en X — a; sa valuation est le plus petit &k tel que
P®*)(a) # 0, et c’est par définition la multiplicité de a. Les deux conditions sont nécessaires : sans « P("" ( ) # 0 » on n'obtient
que (X — a)™ | P, c’est-a-dire multiplicité > m; et P("™)(a) = 0 signifie une multiplicité > m, pas =

Définition. P de degré n > 1 est scindé sur K lorsqu’il est produit de facteurs de degré 1 de K[X] :

r n
P= e[ e = [T X
i=1 =1
ou c est le coefficient dominant, les a; les racines distinctes de multiplicités m;, et x1, ..., z, la liste des racines comptées avec

multiplicité. Autrement dit : P est scindé <= la somme des multiplicités de ses racines dans K vaut deg P.

Théoréme — relations coefficients-racines. Soit P = Ek 0 a, X" de degré n > 1, scindé, de racines Ti,...,T, comptéesavec

multiplicité. En notant o, = Zl<11<---<1p<n Ty - x,,0na0, = (—1)P a;n" pour 1 < p < n; en particulier

n n
_ an—1 _ CLQ

2om=—== |1lwi= :

= (07 i1 an

Seules la somme et le produit sont a connaitre : les autres se retrouvent en développant a,, Hj (X — :z:j). Pour P = X3 + pX2 +
qX +rscindé: o) = —p, 0y = ¢, 03 = —r,dou ) x5 = 0] — 209 = p* — 2.

5 POLYNOMES SCINDES, FACTORISATION DANS C[X ] ET DANS R[X]
Théoréme — théoréme de d’Alembert-Gauss. Tout polynéme de C[X| de degré > 1 admet au moins une racine dans C : C est

algébriquement clos. La démonstration est hors programme.

Théoréme — conséquences dans C[X]. Soit P € C[X] de degré n > 1, de coefficient dominant c. Alors P est scindé sur C :
P =c[[;_;(X —a;)™, les a; distincts et >, m; = n, écriture unique a l'ordre prés; les irréductibles de C[X | sont exactement
les polynémes de degré 1; B | P si et seulement si chaque racine de B est racine de P avec une multiplicité au moins égale; et
deux polynémes de C[X ] sont premiers entre eux si et seulement si ils n'ont aucune racine commune.

Théoréme — factorisation de X™ — 1. Pour n € N*, dans C[X]:

n—1 n—1
xt—1=J[x-w=]] (X—e”’”/"), 1+ X+ + X1 =] (Xfe%’”/").
wel, k=0 k=1

Idée de preuve (exigible). X™ — 1 est unitaire de degré n et admet les n racines n-iémes de I'unité, distinctes : il est scindé a racines
simples; la seconde égalité s’obtient en divisant par X — 1.

Théoréme — racines conjuguées. Soient P € R[X] eta € C. Alors @ est racine de P de méme multiplicité que a.

Idée de preuve (exigible). Les P(*) sont a coefficients réels, donc P(*)(a) = P®*)(a); ainsi P*)(a) = 0 <= P®) (@) = 0 pour
tout &, et la caractérisation par les dérivées donne I'égalité des multiplicités.

Théoréme — irréductibles et factorisation dans R[X]. Les irréductibles de R[X] sont les polynémes de degré 1 et les polynémes
de degré 2 de discriminant strictement négatif. Tout P € R[X] de degré > 1 et de coefficient dominant ¢ s'écrit donc, de fagon
unique a l'ordre pres,
S
= CH —a)" [T (X4 pX +a)", i —day <00 Y omi+2} ;= degP,
Jj=1 ( J
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les a; réels distincts et les trindmes distincts. Conséquence : tout polyndme réel de degré impair a au moins une racine réelle.

Méthode — factoriser dans R[.X|. factoriser dans C[X], puis regrouper les racines conjuguées : (X — a)(X — @) = X? —
2Re(a) ?, de discriminant < 0 dés que a ¢ R.

6 INTERPOLATION DE LAGRANGE

Théoréme. Soientn € N*, z,...,x, € Kdeux a deux distincts et yy,...,y, € K. Il existe un unique L € K,,_1[X] tel que
L(zx;) = y; pour tout i, a savoir

L= ZyiLi, L; = H - :rj (de sorte que L;(z;) = d),
= j=1 ?
JFi

et, enposant IT = [7_, (X — ), I'ensemble de tous les Q € K[X] tels que Q(z;) = y; pour tout i est { L + LS, S € K[X]}.

Idée de preuve (exigible). Unicité : 1a différence de deux solutions de K,,_1 [ X ] est de degré < n — 1 avec n racines distinctes, donc
nulle. Existence : les L; sont bien définis, de degré n — 1, et L,-(mj) = 0;4. Description : () convient <= ) — L s’annule en tous
lesxz; <= II'| (Q — L), les X — x; étant premiers entre eux deux a deux.

7 FRACTIONS RATIONNELLES ET ELEMENTS SIMPLES

Déﬁnition On admet I'existence du corps K(X') des fractions rationnelles : ses éléments s'écrivent ' = Q avec () # 0, deux

écritures £ o) et Sl représentant la méme fraction si et seulement si PQ1 = P; Q. La construction de K(X) est hors programme.

Toute F' # 0 s’écrit de maniére unique ' = g avec P A Q = 1 et ) unitaire : c’est la forme irréductible. On pose alors

deg F' = deg P — degQ € Z, et deg(FG) = deg F 4 deg G, deg(F + G) < max(deg F,deg (). Les zéros de F sont les
racines de P, ses pdles les racines de (), avec leurs multiplicités; la fonction rationnelle associée est définie sur K privé des péles.

Théoréme — partie entiére. Pour F' = 5 la division euclidienne P = QF + Rdonne F' = £ —1— avec deg & o< 0:Festla
partie entiére de F', I'unique polynéme tel que deg(F' — E) < 0, nul si et seulement si deg F' < 0

Théoréme — décomposition en éléments simples. Soit /' € K(X) de forme irréductible g, et@ = c[[;_, Q™ ladécomposi-
tion de ) en irréductibles unitaires distincts de K[ X]. Alors F' s'écrit de maniére unique

F=FE+ Z Z Qk , E la partie entiére, deg N, 1, < deg Q;.
i=1 k=1

aX+8

(X2ipx1qF unpar facteur

La démonstration est hors programme. Sur C les termes sont des (Ai)k ; sur R s’y ajoutent des
irréductible de degré 2 et par exposant.

Théoréme — coefficient d’un péle simple. Si a est un poéle simple de F' = % (forme irréductible), le coefficient de ﬁ vaut
P(a .

A= Q’((a)) = lim,_,q(x — a)F(z).

Idée de preuve (exigible). Q = (X — a)Q; avec Q1(a) # 0,et A = P((aa) ;or Q' = Q1+ (X —a)Q] donne Q' (a) = Q1(a).

Méthode — calculer une décomposition en éléments simples. (1) rendre la forme irréductible et factoriser @) ; (2) extraire la partie

entiére si deg P > deg Q; (3) écrire la forme a priori sans oublier un terme; (4) multiplier par (X — a)™ et évaluer en a pour le

coefficient de (X I (pour un péle simple, o ((a))) (5) obtenir le reste par évaluation en 0 ou 1, parité, ou limite de 2 F'(x) en

400, et contrdler en un point qui n’est pas un péle.

Théoréme — décomposition de P’/P. Si P est non constant et scindé sur K, de racines distinctes ay, . .., a, de multiplicités
P’ " omy
mi, ..., M, alors B = E e * . tous les pdles sont simples et les coefficients sont les multiplicités. Preuve : dériver P =
—a;

i=1
c[L;,(X — a;)™, puis diviser par P.

» SAVOIR-FAIRE

e Calculer un degré (somme, produit, composée), identifier des coefficients, poser une division euclidienne et un schéma
de Horner.

e Dérouler I'algorithme d’Euclide dans K[ X, le remonter pour un couple de Bézout, appliquer Bézout et Gauss ; détermi-
ner la multiplicité d’une racine par les dérivées successives et montrer que toutes les racines sont simples via PAP’ = 1;
factoriser dans C[X ] puis dans R[X ] en utilisant X™ — 1 et les racines de l'unité.
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e Exploiter les relations coefficients-racines; écrire le polynéme interpolateur de Lagrange et décrire tous les polyndmes
solutions.
e Déterminer partie entiére, péles et décomposition en éléments simples d’une fraction simple ; reconnaitre P’/ P.

* EXEMPLE — trois calculs types

Euclide. X5 —1 = X?(X3-1)+ (X?-1),X* -1 =X(X’-1)+(X -1, X2 -1=(X+1)X-1):

donc (X° — 1) A (X3 — 1) = X — 1, et en remontant (—X) (X5 —1)+ (X3+1) (X*—1) = X — 1. Multiplicité.
a

Pour P = X* —2X3 +2X —1:P(1) = P'(1) = P'(1) = 0et P”(1) = 12 # 0, donc 1 est racine triple
et P = (X — 1)3(X + 1). Eléments simples. F = Xé% = X + 52— par division; les péles %1 sont simples et
5((“)) 5o = douF X + 1/2 +;f1—contréleenx:2:%:2+%+%.

% PIEGES

® Confondre le polyndme X et un nombre x, ou P et sa fonction polynomiale (identification licite sur R et C seulement).

e Ecrire deg(P + Q) = max(deg P, deg Q) sans réserve; oublier deg 0 = —oo; diviser par B = 0.

e Croire que tout polynéme de R[X] se factorise en facteurs de degré 1 sur R; oublier les facteurs X2+ pX + qde
discriminant négatif ; conclure « multiplicité m » sans vérifier P(") (a) # 0;lire AU+ BV = Ccomme« AANB =C
» alors qu’'on n'obtient que (A A B) | C.

® Poser une décomposition en éléments simples sans avoir rendu la fraction irréductible, oublier la partie entiére lorsque
deg P > deg @, ou oublier un terme ﬁ pour un p6le multiple.
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