R. RINGUET - Mathématiques — MPSI Nombres réels et suites numériques — Fiche de cours

-

MPSI - MATHEMATIQUES - ANALYSE - CHAPITRE 8 V GniSCience
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Borne supérieure, densité; limites, limite monotone, Bolzano-Weierstrass, suites
classiques

définitions - théorémes et hypothéses - méthodes - démonstrations exigibles

1 LES ENSEMBLES DE NOMBRES USUELS

Notation. NC Z C D C Q C R,ouD = {;&, a € Z, n € N} est l'ensemble des décimaux et Q = {%, pEZ, q€ N*}

celui des rationnels; les éléments de R \ Q sont les irrationnels (v/2 en est un). Les constructions de ces ensembles, et en particulier
celle de IR, sont hors programme : on admet I'existence de R, corps totalement ordonné contenant QQ et vérifiant la propriété de la
borne supérieure. On pose R = R U {—o00, +00} (droite achevée), avec —oo < x < +00 pour tout réel z.

Définition — approximations décimales. Pour x € R et n € N, I'approximation décimale par défaut de x a 10~ pres est

d, = Ulo(;ﬂ , celle par excés est d,, + 107" ainsid,, < x < d,, + 107", et (d,,) est une suite croissante de décimaux de limite .

% ATTENTION

R n’est pas un corps : +oc n'est pas un nombre. Les expressions (+00) + (—00), 0 x (d00), % g restent indéfinies :
ces « formes indéterminées » ne sont pas des régles de calcul, mais exactement les cas ou le théoréme d'opérations ne
s‘applique pas.

2 BORNE SUPERIEURE, BORNE INFERIEURE

Définition. Soit A C R. Un réel M est la borne supérieure de A, notée sup A, s'il est le plus petit des majorants de A : M majore
A, et tout majorant M’ de A vérifie M < M’. Symétriquement, inf A est le plus grand des minorants. Ces bornes, quand elles
existent, sont uniques.

Théoréme — propriété de la borne supérieure - admise. Toute partie de R non vide et majorée admet une borne supérieure ; toute
partie non vide et minorée admet une borne inférieure (appliquer le premier pointa —A = {—x, € A}:inf A = —sup(—A4)).

Théoréme — caractérisation de la borne supérieure. Soient A C R nonvide et M € R. Alors

Vee A, x <M (M majore A)

M =sup A =
Ve>0,dx €A, x>M—¢ (aucun réel < M ne majore A)

De méme, m = inf A si et seulement sim minore Aet Ve > 0,3z € A, x < m+-e¢. Enfin, A admet un maximum si et seulement
si sup A existe et appartient a A, et alors max A = sup A.

Propriété — traduction séquentielle. Soit A C R non vide. Si A est majorée, il existe une suite (a,,) d'éléments de A de limite
sup A; si A n’est pas majorée, il existe une suite d’éléments de A de limite +oc.

Idée de preuve (exigible). Premier point : la caractérisation avec e = n%rl fournit a,, € A tel que sup A — %ﬂ < a, <supA;on

conclut par encadrement. Second point : « A non majorée » s’écrit VM € R,dx € A, x > M ;onprend M = n.

Méthode — montrer que M = sup A. deux étapes, jamais une seule : (i) M majore A; (ii) aucun réel plus petit ne majore A —
soit en exhibant pour toute > Ounax € A avecx > M — ¢, soit en construisant une suite d’éléments de A de limite M. Si de
plus M € A, conclure M = max A.

¥ ATTENTION

sup A n'appartient pas 3 A en général : sup[0;1[ = 1 ¢ [0; 1]. On n'écrit donc jamais « sup A € A » sans preuve, et «
M majore A » n’entraine pas « M = sup A ».

Théoréme — caractérisation des intervalles. I C R est un intervalle si et seulement si V(a,b) € I?, a < b= [a;b] C I.

Définition. A C R est dense dans R si tout intervalle ouvert non vide rencontre A : V(z,y) € R?, o <y = AN]x;y[ # 2.
Caractérisation séquentielle : A est dense dans IR si et seulement si tout réel est limite d’une suite d’éléments de A.
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Théoréme. D, Q et R \ Q sont denses dans R.

Idée de preuve (exigible). Soient z < y etn € Ntel que 107 < y — x. Posons d = % € D:de [10"z] < 10"z <
| 10"z ] 4+ Lontirex < d < 2+ 10~™ < y. Pour les irrationnels : | — /2 ; y — v/2[ contient un rationnel r, et 7 + /2 € ] ; y|

est irrationnel (sinon \/i =(r+ \/?) —r eQ).
3 GENERALITES SUR LES SUITES REELLES

Notation. Une suite réelle est une application v : N — R, notée (u,,). Trois modes de définition : explicite (u,, = f(n)), par
récurrence (ug donné et u, 11 = f(uy,), ou relation a plusieurs termes), implicite (u,, unique solution d’une équation dépendant
de n). Une propriété est vraie a partir d’un certain rang (apcr) s'il existe IV telle qu’elle soit vraie pour tout n > N. Enfin, (u,,) est
majorée si IM € R,Vn € N, u,, < M ; minorée sidm € R,Vn € N, m < u, ; bornée si elle est majorée et minorée, ce qui
équivauta IM € Ry, Vn € N, |u,| < M ; croissante si u,, < w1 pour tout n (strictement si u,, < u,1); stationnaire si elle
est constante apcr.

% ATTENTION

L'ordre des quantificateurs est décisif : dans « M, Vn », le majorant est le méme pour tous les indices; « Vn, AM, u,, < M
» est vrai pour toute suite et ne dit rien. Une suite non majorée ne tend pas nécessairement vers +00 : u,, = n(1+(—1)")
n'est pas majorée et usy, 41 = 0.

4 LIMITE D’UNE SUITE REELLE

Définition. Soient (u,,) une suite réelle et £ € R. On dit que (u,, ) converge vers ¢, et on note u,, — £ ou limw,, = ¢, si

Ve >0, 3N €N, Vn > N, |un—£\<g.\

(uy,) tend vers +oosi VA € R,IN € N,Vn > N, u,, > A;vers —cosi VA € R,AN € N,Vn > N, u, < A. La suite est
convergente si elle a une limite finie, divergente sinon (limite infinie, ou pas de limite).

Remarque. Les définitions sont énoncées avec des inégalités larges — ce qui ne change rien : avoir |u,, — ¢| < & apcr pour tout
€ > 0 équivaut a I'avoir avec < (appliquer I'un a £/2). Le rang N dépend de € ; on I'écrit au besoin N..

Méthode — rédiger une preuve de convergence. « Soite > 0. » — majorer |u,, — £| par une expression simple v,, de limite nulle
— résoudre v, < eenn — « Posons N = ... » (un entier explicite, par exemple N = |1/¢| + 1) — « Alors, pour tout n > N,
|, — €| < v, < e.» — « Cecivalant pour tout e > 0, u,, — £. »

Théoréme — unicité, bornitude. Une suite réelle admet au plus une limite dans R, et toute suite convergente est bornée.

_ e

Idées de preuve (exigibles). Unicité : si u,, — {etwu, — (' avec{ # /' réels, les deux définitions avec ¢ = T etn >
max (N, N.) donnent [ — /| < |€ — wp|+|un, — ¢'| < 3 |€ — ¢'|,donc|¢ — ¢'| < 0:absurde (cas mixtes analogues). Bornitude :
e = 1donne N tel que |u,,| < [¢| + 1 pourn > N, et M = max(|ug|, ..., [un—1], || + 1) — maximum d’un nombre fini de

réels — majore (|uy,]).

Théoréme — opérations. Soient (u,,), (v,) delimites ¢, ¢’ € Ret A € R:u,+v, — 0+, Ay, — AN, upv, — 00, |uy,| — |4,
etsi ¢ # 0alors v, # 0apcret %2 — ﬁ ; ces énoncés s’étendent aux limites infinies hors des formes indéterminées. Le produit

Ur

d’une suite bornée et d’une suite de limite nulle tend vers 0 — sans hypothese de convergence sur la suite bornée : % — 0.

Théoréme — comparaison. Soient (u,, ), (vy,), (wy,) réelles.

Hl FORMULAIRE

e Passage a la limite : si u,, < vy, apcr, u, — £etv,, — ¢ dansR, alors £ < ¢/ — les limites sont supposées connues.

e Encadrement (« gendarmes »): siv,, < u, < w, apcretv, — ¢, w, — Lavecl € R, alors (u,,) converge et u,, — ¢;
variante : |u,, — ¢| < w,, apcr et w, — 0 donnent u,, — £.

® Minoration / majoration : si v,, < wu,, apcr et v,, — +00, alors u,, — +oo (et symétriguement en —o0). Enfin, si
U, — £ > 0, alors u,, > 0 apcr (définition avec ¢ = %).

Les deux derniers points démontrent I'existence de la limite, le premier la suppose acquise. Attention : le passage a la limite affaiblit
les inégalités strictes — n%rl > () pour tout n et la limite vaut 0; de « u,, < v,, » on ne tire donc que ¢ < ¢'.
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5 SUITES MONOTONES, SUITES ADJACENTES

Théoréme — théoréme de la limite monotone. Toute suite réelle monotone admet une limite dans R. Si (u,,) est croissante :
lorsqu’elle est majorée, elle converge et lim u,, = sup {u,,, n € N};lorsqu’elle n’est pas majorée, u,, — +0c0. Enoncé symétrique
pour une suite décroissante (avec inf et —00).

Idée de preuve (exigible). (u,,) croissante majorée : A = {u,,,n € N} est non vide et majorée, donc ¢ = sup A existe. Soite > 0;
la caractérisation de sup fournit IV tel que uy > ¢ — ¢, et la croissance donne ¢/ — ¢ < uy < u,, < £ pourn > N.Non majorée :
pour A € Rl existe N avecuy > A,doncu, > uy > Apourn > N.

Définition. Deux suites (u.,) et (v,,) sont adjacentes si (u,, ) est croissante, (v,,) décroissante et v, — u,, — 0.

Théoréme — suites adjacentes. Deux suites adjacentes convergent vers une méme limite £ et, pour tout n, u,, < ¢ < v,, — d’ol
la majoration d'erreur | — u,,| < v, — Up.

Idée de preuve (exigible). (v,, —u,, ) est décroissante de limite 0, donc positive : u,, < v,, pour tout n. Alors (u,,) croit et est majorée
par v, (v, ) décroit et est minorée par uy : elles convergent vers { et ¢/, et ¢/ — ¢ = lim(v,, — u,,) = 0. L'encadrement s'obtient
en passant a la limite dans u,, < u, etv, < v, (p > n). Attention : une suite croissante majorée converge, mais pas vers son
majorant — u,, = 1 — n%rl est majorée par 17 et tend vers 1 = sup {uy, }.

6 SUITES EXTRAITES, THEOREME DE BOLZANO-WEIERSTRASS

Définition. Une suite extraite (ou sous-suite) de (u,,) est une suite (U‘P("))nEN avec p : N — N strictement croissante; on a
alors p(n) > n pour tout n (récurrence immédiate).

Théoréme. Siu, — ¢ dans R, toute suite extraite de (u,,) tend vers £. Réciproque partielle : si (u2,,) et (uz2,+1) convergent vers
une méme limite ¢, alors u,, — /.

Idées de preuve. Premiére : si |u,, — £| < e désquen > N, alors ¢(n) = n > N pour n > N. Seconde : avec N1, Ny adaptés
aux deux extraites, tout n > max (2N, 2Ns + 1) est pair ou impair et convient.

Méthode — prouver qu’une suite n’a pas de limite. exhiber deux suites extraites de limites différentes : ((—1)") diverge car les
indices pairs donnent 1 et les impairs —1.

Théoréeme — Bolzano-Weierstrass. De toute suite réelle bornée on peut extraire une suite convergente.

Idée de preuve (exigible) : dichotomie. Soit (u,,) a valeurs dans Iy = [a ; b]. On construit des segments emboités I, = [a, ; b,] de
longueur b;p“ contenant chacun u,, pour une infinité d’indices (on coupe I,, en deux et I'on garde une moitié contenant une infinité
de termes) : (a,) et (b,) sont adjacentes, de limite commune £. On choisit a I'étape p un indice p(p) > @(p — 1) avec uy () € I,
eta, < uyp) < b, donne Ug(p) — /.

% ATTENTION

Une suite extraite convergente ne dit rien de la suite : ((—1)”) en possede et diverge. Bolzano-Weierstrass ne fournit qu’une
sous-suite convergente : « bornée » n'est pas « convergente ».

7 SUITES COMPLEXES

Définition. Soient (z,) une suite complexeet £ € C: 2z, — £si Ve > 0,3N € N,Vn > N, |z, — £| < € (|-| = module); la suite
est bornée si (|z,,|) est majorée.

Propriété. z, — { <= Re(z,) — Re(¢) et Im(z,,) — Im(¥). Unicité de la limite, « convergente = bornée » et opérations
restent valables. Il n'y a en revanche ni ordre, ni monotonie, ni gendarmes dans C : seule la majoration |z,, — ¢| < w,, — 0 subsiste.

Théoréme — Bolzano-Weierstrass dans C. De toute suite complexe bornée on peut extraire une suite convergente : on extrait une
sous-suite le long de laquelle (Re(z,,)) converge, puis, la partie imaginaire restant bornée, on extrait 3 nouveau — une extraite
d’une extraite est une extraite.

8 SUITES CLASSIQUES

Propriété. Siu,+1 = u, + ralorsu,, = ug + nr;siu,+1 = quy, alors u, = ugg™. Pourq € R:¢"™ — Osi|q| < 1,¢" — 400
sig > 1, et (¢") n'apasdelimitesig < —1.Pour z € C: 2™ — Osi|z| < 1, et (2™) divergesi |z| > letz # 1.
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Théoréme — suites arithmético-géométriques. Soienta € R\ {1},b € Retu, 11 = au, + b. Léquation £ = al + b a I'unique
solution ¢ = % et (u, — ¢) est géométrique de raison a :

up =L+ a" (ug—1¢), l= (convergence vers £ si |a| < 1).

On ne mémorise pas la formule : on cherche la solution constante ¢, on soustrait £ = al + b de u,,+1 = au,, + b, et on reconnait
une suite géométrique. (Si a = 1, la suite est arithmétique.)

Théoréme — récurrences linéaires d'ordre 2. Soient (a,b) € C x C* et & I'ensemble des suites complexes vérifiant ¥n €
N, Upt2 = G Ups1 + buy,. Soit 72 = ar 4 b 'équation caractéristique, de discriminant A = a? + 4b.

H FORMULAIRE

® A # 0:deux racines distinctes 1,75 et € = {(Ar + pry) , (A, p) € C*}.
® A =0:racinedoublero = § # 0et £ = {((An+ p)rg),, (A, p) € C?}.
® Casréel avec A < 0 : les racines sont conjuguées, 7| = pew, Ty = pe*w
(p™ (Acos(nd) + psin(nd))) , (A, p) € R?.

avec p > 0, et les suites réelles de £ sont les

Dans tous les cas, (A, i) est déterminé de facon unique par ug et uy. Exemple : w10 = Supi1 — 6u, avecug = 1, uy = 4;
r?2 = 5r — 6 apour racines 2 et 3, et A + = 1, 2\ + 3u = 4 donnent u,, = 2 - 3" — 2",

Idée de preuve (exigible), cas A # 0. (r7), (%) etleurs combinaisons linéaires sont dans & (calcul direct). Réciproquement, 71 # 7
assure que A + 1 = ug, Ar1 + pro = ug aune unique solution; v, = Ar’ + ury est dans & et coincide avec (u,,) en 0 et 1, donc
partout par récurrence double.

Méthode — étude de u,, 1 = f(u,). soient] CR, f: I — Retug € I.

e Intervalle stable : montrer f(I) C I;alorsw, € I pour tout n par récurrence, et la suite est bien définie. Toujours la premiére
étape.

® Monotonie : étudier le signe de f () — x sur 1. Si f croit sur I, (u,,) est monotone, de sens donné par celui de uy — ug; si f
décroit, f o f croit et I'on étudie séparément (uay,) et (u2p41)-

e Convergence puis identification : conclure par la limite monotone (la stabilité de I fournit la borne); ensuite, si u,, — ¢ avec
¢ € I et f continue en ¢, passer a la limite dans w,, 11 = f(u,) donne £ = f(¢) : £ est un point fixe.

® Représentation graphique : tracer Cy et y = , puis construire les termes en « escalier » (f croit) ou en « escargot » (f décroit).

® ATTENTION

Lidentification £ = f(¢) suppose la convergence déja prouvée — la faute la plus fréquente du chapitre : la suite ug = 0,
Upt1 = u% ~+ 1 n’a aucun point fixe réel et tend vers +oc.

>» SAVOIR-FAIRE

e Déterminer sup, inf, max, min d’une partie de R; rédiger la double étape de la caractérisation de sup.

e Démontrer une convergence dlamain: « soite > 0, posons N = ... »;lever une forme indéterminée (terme dominant,
quantité conjuguée, croissances comparées).

e Utiliser encadrement, limite monotone, suites adjacentes, Bolzano-Weierstrass ; prouver une divergence par deux suites
extraites; résoudre une suite arithmético-géométrique, une récurrence linéaire d’ordre 2; étudier u,,+1 = f(up).

* EXEMPLE — une convergence rédigée a la main

Montrons que u,, = 3;"—;1 —3.Pourn > 1, |u, — 3| = ’%’ = nLJrZ < 2.s0ite > 0; posons N = | 2] + 1.

Pourtoutn > Nonan > g, donc |u,, — 3| < % < &. Ceci valant pour tout € > 0, on a bien u,, — 3.

® PIEGES

e Manipuler sup A comme un élément de A; conclure « M majore A » = « M = sup A ».
® Poser « soit £ la limite » avant d’avoir prouvé qu'elle existe (surtout pour u,+1 = f(uy)); traiter co — 00, 0 X oo, =
comme des regles de calcul ; conclure a une inégalité stricte par passage a la limite.

e Croire qu’une extraite convergente entraine la convergence de la suite ; confondre « non majorée » et « de limite oo
», oU « bornée » et « convergente ».
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