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Ordre sur R, valeur absolue, parties bornées, partie entieére, trigonométrie
circulaire, pivot

définitions - théorémes et hypothéses - méthodes - démonstrations exigibles

1 L'ORDRE SUR R ET LES INEGALITES

Définition. On munit R de la relation < définie par * < y <= y — x € Ry : cest une relation d’ordre total (réflexive,
antisymétrique, transitive, et deux réels sont toujours comparables).

Propriété — compatibilité avec les opérations. Soient z,y, z,t desréelset A € R.

e r Yy < r+2z<y+ z:onpeut toujours ajouter un réel aux deux membres;
esi\x>0:z<y= Az < \y; siA<0:z<y= Az > \y (I'inégalité change de sens);
Kyetz<t=—=2x+2< y+t:onaddltlonnedeuxmegalltesdememesens, maisO <z <yet0 < z<t=uzz < yt:
on ne les multiplie qu’entre réels positifs;

8=

® six ety sontde mémesigneetnonnuls:z <y <=

VY = o™ <y"(n e N).

< —;etpourz,y 2 0:x <y < =

Q| =

% ATTENTION — Les trois fautes qui coltent le plus cher

On ne multiplie jamais une inégalité par une quantité de signe inconnu; on ne passe aux inverses qu’entre réels de méme
signe non nuls; on ne soustrait pas deux inégalités de méme sens (de 1 < 2et0 < 10onnetireriensur1 —0et2 — 10);
et 22 < y? nentraine x < yquesiz,y > 0 (3% < (—4)2 mais 3 £ —4).

Notation — intervalles. Poura < b:[a;b], [a;b],]a;b],]a;b], et les intervalles non bornés [a ; +00[, | —00 ; b[... On note R} =
[0;+o0[, R =]0; 400, et [[a b] = [a;b] ﬂ Z pour a,b € 7. Une partie I de R est un intervalle si et seulement si V(z,y) €
2 xéy:> [z;y] C 1.

Méthode — résoudre une inéquation. tout ramener a la forme A(z) < 0 (ou < 0), factoriser, puis dresser un tableau de signes
sur le domaine de définition. Pour une inéquation avec dénominateur, on ne multiplie pas par ce dénominateur : on réduit au méme
dénominateur et on étudie le signe du quotient.

Propriété — majorations et minorations. Sia < z < betc <y < d: a+
encadre —y avant d’ajouter). Pour un quotient, si de plus O0<aetl<ec: %

+y<bt+deta—d<xz—y<b—clon
b
C

2 VALEUR ABSOLUE ET INEGALITE TRIANGULAIRE

x>0
Définition. Pour z € R, |z| = max(z, —z) = {x i ; o |z| = Va?. Le réel |z — y| est la distance de z a y.
—z siz <
Propriété. Pour z,y € Retn € N: |z] > 0; |2| =0 < =z =0; |zy| = 2 = %(y#O); = |z|";
—lzf <@ < fal.
Propriété — lecture sur la droite réelle. Soienta € Retb > 0. Alors
|| Kb <= —b<ax<h |z] 2 b <= (z<—boux>=D), ‘|x—a|<b<:>a?€[a—b;a+b}‘

c'est-a-dire : les réels dont la distance a a est au plus b sont ceux de l'intervalle de centre a et de rayon b.
Théoréme — inégalité triangulaire. Pourtous x,y € R:

|z +y| < |z + |y, avec égalité si et seulement si zy > 0 (x et y de méme signe).

n n
> k| < ol
k=1

k=1
Idée de preuve (exigible). |z + y|* = 2 + 2zy + y* < (|z| + |y\) carzy < |ay| = ,
on conclut par croissance de ¢ — ¢ sur R, , I'égalité |mposant xy = |xy|. Pour lavariante: |z| = |(z — y) + y| < |z —y| + |y],
puis on échange x et y.

Onendeéduit ||z| — |y|| < |z —y| < |z| + |y| et, par récurrence,
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2
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—

Méthode — maximum et minimum de deux réels. max(z,y) = et min(x,y) = une

valeur absolue permet de se débarrasser d’une disjonction de cas.
3 PARTIES MAJOREES, MINOREES, BORNEES ; PARTIE ENTIERE

Définition. Soit A C R. Unréel M est un majorantde Asi Vo € A, © < M ; unréelm est un minorantsi Vo € A, m < z.la
partie A est majorée (resp. minorée) si elle admet un majorant (resp. un minorant), et bornée si elle est les deux; A est bornée si
etseulementsi IM € Ry, Va € A, |z| < M. Enfin « est le maximum de A, noté max A, si« € A et « majore A (définition
analogue pour min A); lorsqu’il existe, il est unique par antisymétrie de <.

% ATTENTION

Un majorant n'a aucune raison d’appartenir 3 A : 1 majore A = [0; 1], mais A n’a pas de maximum (si & € A, alors
O‘T“ cAeta < O‘T“) : « majorée » et « admet un maximum » sont deux énoncés différents. La borne supérieure sup A
est introduite au chapitre 8 et n’est pas utilisée ici.

Théoréeme — partie entiére. Pour tout z € R, il existe un unique n € Z tel que n < = < n + 1. Cet entier est |la partie entiére
de z, notée |z |.

Idée de preuve. Pour x > 0, la partie {k € N, k& > x} de N est non vide (N n’est pas majoré) : elle admet un plus petit élément p
(chapitre 1) et n = p — 1 convient. L'unicité vient de ce que deux entiers distincts different d’au moins 1; le cas x < 0 s'en déduit.

Propriété — caractérisation et régles de calcul. Soientx € Retn € Z.

‘n =|z] <= n<zrz<n+l <<= z-1<n<z ‘ : pour identifier une partie entiére, on encadre;
lz] <z <|z]+1 z—-1<|z] <z, 0< 2z — |z]| < 1(partie fractionnaire) ;

| +n| =|x]+npourn € Z; |x] =2 <= x € Z; v — |x] estcroissante;

pour d € N* et n € N, le nombre de multiples de d appartenant a [1; n] est L%J

% ATTENTION

La partie entiére n’est pas la troncature : [2,7] = 2 mais | —2,7] = —3 (car =3 < —2,7 < —2). De méme |z + y| #
lz] + |y] engénéral (x = y = 1) et |—z] # — [z] désque z ¢ Z.

4 LE CERCLE TRIGONOMETRIQUE

Notation — congruence modulo 27. Pour a,b € Ret« € R*, on écrit a = b [¢]
lorsqu’il existe k& € Z tel que a = b + ka. C'est une relation d’équivalence sur R
(chapitre 2).

Définition. Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O; i, ¥) et C désigne
le cercle de centre O et de rayon 1, dit cercle trigonométrique. At € R on associe
I'unique point M (t) de C obtenu en parcourant C depuis le point (1;0) d’une lon-

gueur |t|, dans le sens direct si ¢ > 0, indirect sinon. Les coordonnées de M (t) sont
(COS t:sin t) Figure 1 — Le cercle trigonométrique.
; .

Propriété. Pour tous s,t € R : cos?t + sin’t = 1; -1 <cost <let—1K
sint < 1; cos est paire, sin impaire, toutes deux 27-périodiques; et

M(s)=M(t) < s=t[2n] <= (coss = costet sins =sint).

vz 4 0 -1

V3 V2 1
cost 1 5 } 37 —\/§
. 1 2 3 3
sint 0 5 5 5 1 5 0
tant 0 X2 1 V3 — -3 0
Propriété — angles associés. Pour tout z € R : cos(—x) = cos, cos(m — x) = cos(m + x) = —cosz, cos(§ —x) = sinw,
cos(3 +x) = —sinz, sin(—x) = sin(r + 2) = —sinz, sin(r — ) =sinz, sin(§ — z) = cosz, sin(§ + z) = cosz.0On

les retrouve sur le cercle par symétrie, jamais par cceur.
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5 FORMULES D’ADDITION, DE DUPLICATION, LINEARISATION

Théoréme — formules d’addition et de duplication. Pour tousa,b € R :

Hl FORMULAIRE
cos(a + b) = cosacosb — sinasinb, cos(a — b) = cosacosb + sinasinb,
sin(a + b) = sina cosb + cos asin b, sin(a — b) = sinacosb — cos asinb.
cos(2a) = cos®a — sin®a = 2cos’a — 1 = 1 — 2sin’q, sin(2a) = 2sinacosa,
1 + cos(2a . 1 — cos(2a L.
cosa = %, sin®a = % (duplication et angle moitié).

Justification géométrique de cos(a — b) (exigible). Les vecteurs w; = (cos a, sina) et wh = (cos b, sin b) sont unitaires et I'angle
orienté de wh vers wy vaut a — b : le produit scalaire, calculé en coordonnées puis sous sa forme ||w? || ||w2|| cos(a — b), donne

cosacosb+ sinasinb = cos(a — b). Les trois autres s’en déduisent en changeant b en —b et en utilisant sin x = cos (g — 1:)

Propriété — linéarisation et factorisation. Pour tous a,b,p,q € R :

cosacosb = 3 (cos(a—b)+cos(a+b)), sinasinb= 3 (cos(a—b)—cos(a+b)), sinacosb= 3 (sin(a+b)+sin(a—b)),

cosp+cosq:2cosp+qcospiq, sinp+sinq:2sinp+qcos;%,
] o s Pta. pP—gq . o P—q PHq
cosp —cosq = —2sin 5 Sin——, sinp — sing = 2sin c0s ——

Idée de preuve (exigible). Les trois premiéres s'obtiennent en ajoutant ou soustrayant les formules d’addition pour a + beta — b;
les trois derniéres en posant a = p—;q etb = P54, desortequep = a+betqg=a —b.

Théoréme — transformation de a cos ¢ + bsin . Soit (a,b) € R2\ {(0,0)} et A = v/a? + b2 > 0. Comme (%)* + (%)2 =1,
il existe ¢ € R, unique modulo 2, tel que cos ¢ = % etsinp = % ; alors
vt € R, acost + bsint = Acos(t — ¢).

En particulier a cos t 4+ bsin ¢ prend toutes les valeurs de [— A ; A] et aucune autre.

Théoréme. YV € R, [sinz| < |z|, avec égalité si et seulement siz = 0; en particulier 0 < sinz <  pour z > 0. Preuve admise
a ce stade : pour |a:| < 7 on compare, dans le cercle, la longueur de I'arc (|x|) a celle de la corde (2 ‘sm | donc
pour |x| > 7,

6 LA FONCTION TANGENTE

sinx

Définition. Pour z ¢ 5 + 7Z, on pose tanz = ——. La fonction tan est impaire et
cosT

m-périodique; tanz = 0 < x =0 [n].

o sy 2 . , iz 2 _ e o 1
Propriété. Pour x, a, b dans le domaine (et sous réserve que les quantités écrites existent) :

|
|
1
|
1
|
1
|
|
|
|
1
|
1

o
1+tan?z = —, tan(m + x) = tanz, tan(m — ) = —tanwz,
cos*
™ 1 tana £ tanb
tan(— ) ; tan(a £b) = ————.
2 tan x 1 Ftanatanb ) ) »
Figure 2 — La fonction tan, de période .

Propriété. Sur |—7 ; Z[, tan est strictement croissante, de —oo a +oo; elle réalise une
bijection de | -7 ; 5[ sur R. Sa dérivée, tan’ = 1 + tan? COSQ , est établie au chapitre 6.

t
Théoréme — expression par u = tan . Soit ¢ # 7 [27] et u = tan ~. Alors

1—u? 2u 2
cost = —— sint = —— tant = tZ£ T [n]).
14 u?’ 14 u?’ 1—u? (t# 3 [)
Idée de preuve (exigible). cost = cos® 5 — sinzé = cos? L (1 —wu?) et sint =
2sin % cos % = cos? % X 2u; on conclut avec cos? % = ﬁ

-
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7 EQUATIONS ET INEQUATIONS TRIGONOMETRIQUES

Théoréme. Soient z,a € R. Alors

cosz =cosa < (z=a2n]ouz = —a27])| sinz =sina <= (z=a2r]ouz =7 —a[27])|,

’tanx:tana — xza[w]‘ (pour x et a hors de & + 7Z).

Méthode — résoudre une équation trigonométrique. se ramener 3 I'une des trois formes ci-dessus (en factorisant, en posant
X = cosz,ouparacost+bsint = A cos(t — <p)), puis écrire toutes les familles de solutions avec leur modulo; pour restreindre
a un intervalle, faire varier k € 7Z et ne garder que les valeurs qui y tombent.

Méthode — exemple. 2cos?z — 3cosz + 1 = 0:enposant X = cosz, 2X? —3X + 1 = Odonne X = 1ou X = 3, d'ou
x =0 [2r] oux = £7% [27]; une racine X > 1 aurait été a rejeter car [cos x| < 1.

Méthode — résoudre une inéquation trigonométrique. placer sur le cercle les solutions de I'’équation associée, puis lire I'arc sur
lequel I'inégalité est vraie; on obtient un intervalle « modulo 27 », par exemple

cosT >3 = z € U[—§+2kﬁ;%+2k’ﬂ], sinz >3 < z¢€ U]%+2kﬁ;%+2kﬂ'[.
kEZ kEZ

8 PETITS SYSTEMES LINEAIRES ET METHODE DU PIVOT

Définition. Un systéme linéaire de n équations a p inconnues réelles (n,p € {2, 3}) s'écrit (S) : Vi € [1;n], 30_, a; jz; = b;.
Le systéme est homogene si tous les b; sont nuls. Résoudre (.S), c’'est décrire I'ensemble de ses solutions (z1, ..., z,) € RP.

Propriété — opérations élémentaires. Les trois opérations suivantes sur les lignes ne modifient pas I'ensemble des solutions :
L; <+ L; (échange), L; < AL; avec \ # 0, L; < Li+ ALjaveci # j.
Chacune est réversible, ce qui justifie I'équivalence des systemes successifs : on écrit <= a chaque étape.

Méthode — algorithme du pivot. choisir dans la premiére colonne un coefficient non nul (le pivot), I'amener en premiére ligne
par un échange, puis éliminer I'inconnue correspondante dans toutes les autres lignes par L; < L; + ALy. Recommencer sur le
systéme restant : on obtient un systéme échelonné, que I'on résout « en remontant ». Trois issues : une unique solution; aucune
solution (une ligne devient 0 = ¢ avec ¢ # 0); une infinité de solutions, décrites par un ou deux paramétres.

Remarque — interprétation géométrique. Dans R?, ax + by = c (avec (a, b) # (0,0)) est une droite : deux droites sont sécantes
(une solution), paralléles distinctes (aucune) ou confondues (une infinité). Dans R?, ax + by + cz = d (avec (a, b, ¢) # (0,0,0))
est un plan : trois plans se coupent en un point, en une droite, en un plan, ou n'ont aucun point commun.

>» SAVOIR-FAIRE

e Résoudre une inéquation par factorisation et tableau de signes; encadrer une somme, un produit, un quotient ; majorer
une somme par télescopage. Manipuler |-| : résoudre | f(x)| < a, utiliser I'inégalité triangulaire et ses variantes, traiter
une somme de valeurs absolues par disjonction des cas.

e Déterminer majorants, minorants, maximum et minimum d’une partie de R, prouver qu’un maximum n’existe pas, iden-
tifier une partie entiére par encadrement. Calculer une valeur exacte (cos 1”—2 cos %) par addition ou duplication; linéari-
ser; transformer a cos t + b sin ¢ ; résoudre équations et inéquations trigonométriques sur le cercle, avec le bon modulo;
résoudre un systeme 2 X 2 ou 3 x 3 par le pivot et I'interpréter géométriquement.

% PIEGES

e Multiplier une inéquation par x ou par x — 1 sans discuter le signe; passer aux inverses sans vérifier le signe; simplifier
une inéquation par une racine carrée. Ecrire |ac| < a sans vérifier a > 0; oublier une des deux familles de solutions de

[f(@)] = lg()].
e Confondre « majorée » et « admet un maximum » ; annoncer max A sans vérifier que le candidat appartient a A. Ecrire
|—2,7] = —2o0u |z + y| = || + |y]. Ne donner que les solutions d’un intervalle de référence : il faut le modulo (27

pour cos et sin, 7 pour tan) et les deux familles pour cos x = ¢ et sin x = c. Diviser par cos x sans exclure cosz = 0;
travailler en degrés. Dans le pivot, multiplier une ligne par 0 ou faire L1 < Lq + A\Lq : I'’équivalence est perdue.
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