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S, cycles et supports, transpositions, signature, ordre d’'une permutation

définitions - théorémes et hypothéses - méthodes - démonstrations exigibles

1 LE GROUPE SYMETRIQUE &,

Définition. Soitn € N*.On appelle permutation de [1 ; n] toute bijection de [1 ; n] sur lui-méme. Lensemble de ces permutations,
muni de la composition o, est noté G,, : c’est le groupe symétrique d’indice n.

Propriété — c'est bien un groupe. (S,,,0) est un groupe, de neutre id; I'inverse de o est sa bijection réciproque o~ 1. Clest le
groupe & x du chapitre 12 pour X = [1;n]. De plus Card &,, = n!, et G,, n'est pas abélien dés que n > 3.

Notation — les deux écritures. Une permutation 0 € &,, est entierement déterminée par la liste de ses images. On I'écrit en
tableau sur deux lignes, la seconde ligne donnant les images de la premiére :

C'est la notation [o(1), ..., o(n)] du chapitre 12, disposée verticalement. La seconde notation, en produit de cycles, est introduite
plus bas.

8 ATTENTION — le sens de la composition

Par définition, (o o 7)(i) = o(7(i)) : on lit un produit de permutations de droite 4 gauche, c'est T qui agit en premier.
L'erreur la plus fréquente du chapitre est d'évaluer o o 7 en faisant agir o d’abord. On note aussi o7 pour o o T et a* pour
co---o0 (kfacteurs), avec 6® = id et =% = (U_l)k.

Méthode — composer, inverser. pour o o 7, on remplit la seconde ligne case par case : sous ¢ on écrit U(T(i)), en lisant d’abord
7(4) dans le tableau de 7, puis son image par o. Pour o1, on échange les deux lignes du tableau de o, puis on réordonne les
colonnes par ordre croissant de la premiére ligne.

2 CYCLES ET SUPPORTS

Définition. Le supportde o € &, est Supp(o) = {i € [1;n], o(i) # i}.Ses éléments sont les points déplacés par o ; les autres
sont les points fixes. Ainsi Supp(c) = @ < o =id.

Propriété. Pour o € &,,: o(Supp(c)) = Supp(c) et Supp (¢7*) = Supp(o).

Définition. Soientp > 2etay,. .., a,deséléments deux d deux distincts de [1 ; n].Lecycle ¢ = (aj az ... a,) estla permutation
définie par

clar) = a2, claz) =as, ..., clap_1)=ap, c(ap)=ai, c(i) =i pouri & {ar,...,ap}.
L'entier p est la longueur du cycle; on dit que ¢ est un p-cycle, et Supp(c) = {a1, ..., ap,} est de cardinal p. Un 2-cycle (a b) est

appelé transposition : il échange a et b et fixe tout le reste.

Propriété — propriétés d’un p-cycle. Soitc = (a1 ... ap).
e Lanotation n'est pas unique: (ay as . .. ap) =(az ... ap ay) = ... —ilyaexactement p écritures, obtenues par permutation
circulaire. On convient d’écrire le plus petit élément en premier.
e ¢! =(ayap_1 ... ay).En particulier, pour une transposition, (a b)) ~! = (a b) : une transposition est son propre inverse.
e ck(aj) = aj, lesindices étant pris modulo p; par conséquent ¢? = id et ¢* # id pour 1 < k < p — 1.
n! n . . n n(n —1) .
® Le nombre de p-cycles de &,, est YA P (p — 1)!; en particulier &,, posséde = ———= transpositions.
(n=p)lp \p 2 2

Théoréme — cycles a supports disjoints. Si o, o’ € &,, ont des supports disjoints, alors 0 o ¢’ = ¢’ o0 0.

Idée de preuve. Soit i € [1;n].Sii ¢ Supp(c) U Supp(o’), les deux membres valent 4. Sii € Supp(c), alors o (i) € Supp(o)
donc i et o (%) sont fixes par o’ et les deux membres valent o(7) ; on échange les réles sii € Supp(c”’).

\J uniscience - CPGE - MPS| - Mathématiques 1/4



R. RINGUET - Mathématiques — MPSI Groupe symétrique — Fiche de cours

¥ ATTENTION

Deux permutations quelconques ne commutent pas. (14 7) et (4 8) ont des supports qui se rencontrent, et en effet (14 7) o
(48) =(1487)tandisque (48) o (147) = (184 7) : ces deux cycles sont différents. L'hypothése « supports disjoints »
n'est pas décorative.

Théoréme — décomposition en cycles — admis. Soit 0 € &, 0 # id. |l , @ @
existe des cycles cq, . . ., ¢, de longueurs > 2, a supports deux a deux disjoints, T l ) )
tels que ( (
0 =¢0Cy0""0C¢Cy. @ @ @
;. . T N 1384 (25 5 7)
Cette écriture est unique a l'ordre prés des facteurs, et ces facteurs commutent (1384 (29) 67
entre eux (théoréme précédent), de sorte que I'ordre dans lequel on les écrit Figure 1 — Les orbites de
est indifférent. Les supports des c; sont les orbites de o de cardinal > 2. La . <' 2 3 4 5 67 ?"> dans G -
démonstration de I'existence et de 'unicité n'est pas exigible. 3 5 8 1 2 7 6
o= (1384)(25)(67).

Méthode — décomposer en cycles. partir du plus petit point non encore rencontré, disons a, et écrire la suite a, o(a), 0%(a),
... jusqu’a revenir a a : on obtient un cycle. Reprendre avec le plus petit point restant, et s’arréter quand tous les points ont été
parcourus (les points fixes ne donnent pas de facteur). On vérifie le résultat en comptant : la somme des longueurs des cycles
obtenus, augmentée du nombre de points fixes, doit valoir n.

3 GENERATION PAR LES TRANSPOSITIONS
Théoréme — toute permutation est produit de transpositions — exigible. Soit n > 2. Toute permutation o € &,, s'écrit comme

un produit de transpositions (id étant, par convention, le produit vide, ou encore (1 2) o (1 2)). Autrement dit, les transpositions
engendrent &,,. Plus précisément, pour tout p-cycle,

‘(alag ...ap):(a1ap)o(alap_l)o-uo(alag)‘

produit de p — 1 transpositions.

Idée de preuve (exigible). On vérifie la formule encadrée en évaluant les deux membres en chaque point : pour j < p — 1, le
membre de droite envoie a; sur a; par (a1 aj), puis a; sur a;41 par (a1 aj+1), les autres facteurs ne touchant pas aux points
atteints; et a, — ay par le dernier facteur appliqué. On conclut en combinant cette formule avec la décomposition en cycles a
supports disjoints : tout o # id est produit de cycles, donc produit de transpositions.

% ATTENTION

Cette décomposition n’est pas unique : le nombre de facteurs lui-méme varie. Par exemple (1 2 3) = (1 3)(12) =
(21)(23) = (13)(12)(12)(12).Ce quiest invariant, c'est la parité du nombre de facteurs : c’est précisément ce que dit
la signature.

Remarque. Les transpositions (1 k), k € [2;n], suffisent déja a engendrer &,, : il en va de méme des transpositions d’éléments
consécutifs (k k + 1). On le démontre en exercice.

4 SIGNATURE

Théoréme — existence et unicité de la signature — admis. Soit n > 2. Il existe un unique morphisme de groupes
€:(6,,0) — ({—1,1},x) telque e(7) = —1 pour toute transposition 7.

On I'appelle la signature. Une permutation est dite paire si (o) = 1, impaire si e(0) = —1. La démonstration de I'existence et de
'unicité n’est pas exigible.

Propriété — régles de calcul. Pouro, 0’ € &, etk € Z:

Il FORMULAIRE

e £(co0’) =¢(0)e(o’) (morphisme); e(id)=1; e(o7!) =¢(0); (o) =c(0)k;

® sig =Ty 00Ty, est un produit de m transpositions, alors | (o) = (—1)™ |;

°c (a oo’ o 0*1) = ¢(a”) : la signature est invariante par conjugaison.

Le deuxiéme point justifie I'affirmation précédente : si o est produit de m transpositions et de m/ transpositions, alors (—1)" =
(=1)™, doncm = m’ [2].
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Théoréme — signature d’un cycle — exigible. Un p-cycle a pour signature (71)”*1 . En particulier une transposition est impaire,
un 3-cycle est pair.

Idée de preuve (exigible). Le théoreme de génération écrit un p-cycle comme produit de p — 1 transpositions; comme ¢ est un
morphisme valant —1 sur chaque transposition, e((a; ... a,)) = (—=1)P~1.

Propriété — signature par la décomposition en cycles. Sio = ¢; o - - - o ¢, avec ¢; un p;-cycle (supports disjoints), alors
s
e(0) = [I(=0 =t = (=prtr e = (e,
i=1

ol m désigne le nombre total d’orbites de o (points fixes compris).

Propriété — signature par les inversions. On appelle inversion de o tout couple (i, j) aveci < jeto (i) > o(j), etl'on note I (o)

M, la borne

leur nombre. Alors (o) = (—1)!(°). Démonstration faite en exercice; on peut aussi retenir que 0 < (o) < ™%

supérieure étant atteinte par la seule permutation i — n + 1 — 1.

Méthode — calculer une signature. trois voies, a choisir selon la forme de I’énoncé.

e Sj g est donnée en tableau : décomposer en cycles, puis appliquer H(—l)p'i_l. C'est la méthode la plus rapide et la plus sare.

e Si o est donnée en produit de transpositions ou de cycles quelconques (supports non nécessairement disjoints) : la signature du
produit est le produit des signatures — inutile de réduire le produit.

® Pour un petit n, ou si I'énoncé y invite : compter les inversions et conclure par (—1)1(").

Remarque — le groupe alterné. e étant un morphisme de groupes, Kere = {0 € 6n, g(o) = 1} est un sous-groupe de &,
(chapitre 12) : c’est 'ensemble des permutations paires. Pour n > 2, il est de cardlnal car ¢ est surjectif. On le note 2, et on
I'appelle groupe alterné; cette terminologie ne figure pas au programme, mais l'objet Ker g, lui, se manipule sans difficulté avec le
cours du chapitre 12.

5 ORDRE D'UNE PERMUTATION

Définition. Soit o € &,,. Comme &,, est fini, les puissances o* ne peuvent étre toutes distinctes et il existe k > 1 tel que o = id.
Le plus petit tel entier est appelé ordre de o, noté ici o(c). La notion d’ordre d'un élément d'un groupe ne figure pas explicitement
au programme; elle est introduite ici pour ce chapitre, et son calcul est un exercice classique.

Théoréme — ordre et longueurs des cycles. Soit o # id, de décomposition en cycles a supports disjoints ¢y o - - - 0 ¢,., de longueurs
P1i,--.,Dr. Alors
o(0) =ppem(py,...,p,), et " =id <= o(o) | k.

Idée de preuve. Les c¢; commutent, donc of = c’f 0---0 c,’f.; les supports restant disjoints, oF = id équivaut 3 cf = id pour tout

i, C’est-a-dire & p; | k pour tout i (propriété du p-cycle). Lensemble des tels k est donc 'ensemble des multiples communs des p; :
son plus petit élément positif est leur ppcm.

>» SAVOIR-FAIRE

Composer, inverser, élever a une puissance en notation tableau ou en notation cycles, dans le bon ordre.

Passer du tableau au produit de cycles a supports disjoints, et réciproquement; lire le support, les points fixes, les orbites.
Ecrire une permutation comme produit de transpositions par la formule du cours.

Calculer une signature par les trois méthodes; en déduire la parité du nombre de transpositions nécessaires.

Calculer I'ordre d’'une permutation par le ppcm des longueurs des cycles; résoudre o o ¢ = 7 dans G,,.

* EXEMPLE — une permutation traitée de bout en bout

. 1 2 3 45 6 7 8 9
Soit o = € Gy.
4 9 6 7 1 3 5 2 8

o Cycles. 1~ 4~ T 50 1,puis2+— 9 +— 8— 2,puis3+— 6+ 3: 0= (1475)(298)(36). Contrdle :
4+ 3+ 2 =9, aucun point fixe.

e Transpositions. (1475) = (15)(1 )( 4),(298) =

e Signature. c(0) = (—1)*"1(=1)371(-1)27t = (-
par les inversions : I (o) = 20, pair.

e Ordre. o(o) = ppcm(4, 3,2) = 12.

(28)(29), d’ot o comme produit de 3+2+1 = 6 transpositions.
1)(+1)(=1) = +1: o est paire. Contrdle par (—1)% = +1, et
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6 LESPETITSCAS: G3, 64, G5

Propriété. Deux permutations de méme type (c’est-a-dire dont les décompositions en cycles a supports disjoints ont les mémes
longueurs) ont méme signature et méme ordre. Le tableau ci-dessous recense les types et leurs effectifs; il sert de controle systé-
matique, la somme d'une colonne devant valoir n!.

id id +1 1

1 1
une transposition (12) -1 2 6 10
deux transpositions (12)(34) +1 2 3 15
un 3-cycle (123) +1 3 8 20
un 4-cycle (1234) -1 4 6 30
un 3-cycle et une transposition = (12 3)(45) -1 6 — 20
un 5-cycle (12345) +1 5 — 24
total 24 =41 120 = 5!

Remarque. Dans &3 : id, les trois transpositions (1 2), (1 3), (2 3), et les deux 3-cycles (1 2 3), (1 3 2) — soit 6 = 3! éléments.
Les permutations paires y sont id, (1 2 3) et (1 3 2) : Ker ¢ est de cardinal 3 = 37' conformément a la remarque précédente. En
reprenant les notations du chapitre 12, o = [2, 3, 1] est le 3-cycle (1 2 3) et 7 = [2, 1, 3] est la transposition (1 2).

® PIEGES

e Composer dans le mauvais sens : dans o o T, c’est 7 qui agit d’abord.

Croire la décomposition en transpositions unique (elle ne I'est pas), ou croire qu’un p-cycle « est » p transpositions : il
enfautp — 1.

Appliquer « les cycles commutent » a deux cycles dont les supports se rencontrent.

Confondre (o) et la parité du nombre de cycles : c'est (—1) , ol m compte toutes les orbites, points fixes inclus.
Confondre longueur du cycle et ordre de la permutation : 0((1 2 3)(4 5)) = 6, et non 3 ni 5.

Oublier que la notation (a; ... ap) exige des a; deux a deux distincts, et qu’elle admet p écritures.

n—m
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