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Formes n-linéaires alternées, déterminant d’'une famille, d’'un endomorphisme,
d’une matrice; calcul et comatrice

définitions - théorémes et hypothéses - méthodes - démonstrations exigibles

K désigne R ou C. Dans toute la fiche, E est un K-espace vectoriel de dimension finien > 1, ete = (ey,...,e,) une base de
E. On note ¢(o) la signature d'une permutation o € &,, (chapitre 19). L'existence du déterminant est admise; tout le reste est
démontré.

1 FORMES 7n-LINEAIRES ALTERNEES

Définition. Une application f : E™ — K est n-linéaire si elle est linéaire en chacune de ses n variables, les autres étant fixées.
Elle est alternée si elle s'annule dés que deux de ses variables sont égales, et antisymétrique si I'échange de deux variables change
son signe. On note A,,(E) I'ensemble des formes n-linéaires alternées sur E.

Théoréme — propriétés d’une forme n-linéaire alternée. Soit f € A,,(F) et (x1,...,x,) € E™.

H FORMULAIRE
e Antisymétrie : f est antisymétrique, et plus généralement, pour toute o € &,

f(@o@ys- - Tom)) =€(0) f(@1,-..,2n).

® Nullité sur une famille liée : si (z1, . .., x,,) est liée, alors f(z1,...,2,) = 0.
e Invariance : f est inchangée si l'on remplace z; par z; + Az; (i # j, A € K); elle est multipliée par A si I'on remplace
T; par \x;.
Idée de preuve (exigible). Antisymétrie : en développant f(...,x;+x;,...,z;+;,...) = 0par bilinéarité en ces deux places, les
deux termes « diagonaux » sont nuls, d'ots f (..., 2;,...,2;5,...) = —f(...,xj,...,x;,...);lecas général suit en décomposant

o en transpositions, € étant un morphisme. Famille liée : si x; = Z#i A;jx;, la linéarité en la i-iéme place donne une somme de
termes ayant deux variables égales. Invariance : méme argument, le terme Af(. .., Ty ) ayant deux variables égales.

Remarque. Une forme n-linéaire nest pas linéaire : f(Ax1,...,Ax,) = A" f(x1,...,x,). Ici « alternée » et « antisymétrique »
sont équivalentes car K est R ou C (donc 2 # 0).

2 DETERMINANT D’UNE FAMILLE DE VECTEURS DANS UNE BASE

Théoréme — existence et unicité. Il existe une unique forme n-linéaire alternée f sur F telle que f(eq,...,e,) = 1; onlanote
det,. De plus

[Au(B)=K-det, :  VfeAu(B), f=fler,...,en) det.|

Lexistence est admise (elle n’est pas exigible) ; I'unicité et le fait que A,, (E) soit une droite vectorielle se démontrent.

Idée de preuve de I'unicité (exigible). Soit f € A, (FE). En écrivant T = Z?Zl a;je; et en développant par n-linéarité, on obtient
une somme sur toutes les applications ¢ : [1;n] — [1;n]; les termes ot ¢ n'est pas injective ont deux variables égales, donc
sont nuls, et il ne reste que les p = 0 € &,,, pour lesquelles f(ea(l), cee ea(n)) =ce(o)f(er,...,en):

n

f(Ih...,J?n): Z €(U)Hag(j)j f(el,...,en).

oeS,, j=1
Ainsi f est entierement déterminée par le scalaire f(eq, ..., e, ), ce qui donne a la fois 'unicité et f = f(e) det,.
YTV e . - n
Propriété — expression en coordonnées. Avec z; = » . a;;j€; : dete(xq,...,2,) = ZaeGn e(o) Hj:1 aq(5);- Cette formule

an! termes : elle sert & démontrer, jamais a calculer dés que n > 4.
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Théoréme — caractérisation des bases. (z1,...,z,,) est une base de £ <=
dete(z1,...,2n) # 0.

Idée de preuve (exigible). Si la famille est liée, det, s’annule. Si c’est une base ¢,
alors det.: existe et le théoréme précédent appliqué a f = det., donne det., =
det,s(e) dete; enévaluantene’: 1 = det. (e) det.(e’), doncdet.(e) # 0.

Figure 1 — det¢(x1, x2) est 'aire orientée +.A,
Propriété — changement de base. Sie et e’ sont deux bases de F, alors pour toute

" I'unité étant l'aire construite sur e; en dimension 3,
famille (1,...,2p),

c'est un volume orienté.

dete (z1,...,2,) = deter(e1,...,en) X dete(1, ..., Tp),

et en particulier det.(e’) x det.(e) = 1.

3 DETERMINANT D’UN ENDOMORPHISME

Définition — et théoréme. Pour u € L(FE), le scalaire det, (u(el), e u(en)) ne dépend pas de la base e choisie : on I'appelle
déterminant de wu, noté det w.

Idée de preuve. f : (z1,...,xy,) > dete(u(z1), ..., u(x,)) est n-linéaire alternée, donc f = f(e) det,; en évaluant en ¢’ et
en utilisant det,, = dets(e) det,, on obtient det.s (u(e})) = f(e).

Propriété. Pour u,v € L(E), A € Ket (z1,...,2,) € E™:
Hl FORMULAIRE

e dete(u(z1),...,u(zy,)) = det(u) dete(z1, ..., 2n);
o det(idg) =1; det(Au) = A"detu; ‘det(v ou) =detv x detu |;

1
° ‘u € GL(E) <= detu # 0}, etalorsdet(u™') = —— : det est un morphisme de groupes de (GL(E), o) dans

detu
(K*, x).
Idée de preuve. La composée s’obtient en appliquant deux fois le premier point : det(v o u)det.(z) = det, (v(u(mz))) =
det(v) dete (u(z;)) = detvdetu det.(z), et l'on évalue en z = e. Pour I'équivalence : u € GL(E) si et seulement si
(u(er), ..., u(en)) est une base, c’est-a-dire si et seulement si det. (u(e1), ... ) = det u # 0.

Remarque. Dans une base adaptée : det(\ idg) = A™; un projecteur de rang  avec 0 < 7 < n a un déterminant nul; la symétrie
associée 3 £ = F @ G a pour déterminant (—1)4m &,

4 DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE

Définition. Pour A = (a;5) € M,,(K), det A est le déterminant de la famille des colonnes de A dans la base canonique de K ;
on le note aussi entre barres verticales, et det A = > s (o) H;Lzl ag(j)j- Siuw € L(E) a pour matrice A dans une base e,
alors det u = det A; si (z1, ..., x,) a pour matrice A dans e, alors det.(z1,...,x,) = det A.

Théoréme — propriétés. Pour A, B € M, (K)et A € K:

Hl FORMULAIRE

e det est n-linéaire alternée par rapport aux colonnes, et aussi par rapport aux lignes;

e |det(‘A) =det A|; |det(AB) = det A x det B|; |det(AA) = A" det A |; det I,, = 1;
1
1 .
o ‘A € GL,(K) <= det A#0} etalorsdet(A™!) = FE

deux matrices semblables ont le méme déterminant : det (P_lAP) = det A.

Idée de preuve (exigible). det(AB) : AB est la matrice de u o v, ol u, v sont les endomorphismes de K™ canoniquement associés,
et I'on applique det(u o v) = detudetv. det A = det A : dans la somme sur &,,, le changement d’indice o ++ o~ ! est une
bijection, (0 1) = £(0) et [1; ajo(jy = 1 @o—1()i- Le caractére alterné en lignes s’en déduit.

% ATTENTION

det(A + B) # det A + det B en général : pour A = Iy et B = —I, det(A + B) = 0 alors que det A + det B = 2.
La multiplication de toute la matrice par A multiplie chacune des n colonnes par )\, d’oui le facteur \™. Enfin det n’a aucun
sens pour une matrice non carrée, et deux matrices de méme déterminant n’ont aucune raison d’étre semblables.
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5 CALCUL PRATIQUE D’UN DETERMINANT

a b ¢
b
Propriété — petites tailles. d‘ =ad—bc, et |d e f|=uaei+bfg+ cdh—ceg— afh — bdi (régle de Sarrus: les
c
g h 1

trois « diagonales descendantes » moins les trois « montantes », valable uniquement pour n = 3).

Propriété — matrice triangulaire. Le déterminant d’une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure), en particulier diagonale,
est le produit de ses coefficients diagonaux; elle est donc inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont non nuls.

Théoréme — effet des opérations élémentaires. Soit A € M,,(K) de déterminant D. Les trois opérations élémentaires, sur les
lignes comme sur les colonnes, transforment D ainsi :
H FORMULAIRE

e L; <+ Lj (échange, i # j) : le déterminant devient —D;
e [, < AL, (dilatation) : le déterminant devient A\D;
e L; < L; + AL;j (transvection, j # ) : le déterminant reste égal a D.

Définition. Pour A € M,,(K) (n > 2), on note A;; € /\/l"fl(K) la matrice obtenue en supprimant la i-iéme ligne et la j-iéme
colonne. Le cofacteur de A en position (4, j) est ¢;; = (—1)""7 det A;;.

Théoréme — développement selon une ligne ou une colonne. Pour A € M,,(K) (n > 2), et pour toute colonne j et toute ligne
i fixées : det A = ZZ=1 arjci; (développement selon la colonne j) et det A = ZZ=1 air i, (selon la ligne 7). Les signes
(—1)’*3 se disposent en damier, en commencant par + en haut a gauche.

Méthode — calculer un déterminant. (1) développer selon une ligne ou une colonne riche en zéros; (2) sinon en créer par des
L; + L; + AL; (qui ne changent rien), puis développer; (3) ou trianguler par le pivot, en comptant les échanges et les facteurs
sortis. Penser a factoriser une ligne ou une colonne, et a exploiter la structure.

6 DETERMINANTS CLASSIQUES

Théoréme — déterminant de Vandermonde. Pour z1, ..., z, € K, le déterminant de la matrice (:c;_l) 1<ij<n vaut
X"
1 1 e 1
1'1 x2 e xn
V(IL']_,...,-Tn): . . . = H ($]_$2)7
: : : 1<i<j<n
n—1 n—1 n—1
xl 1'2 PR xn

qui est non nul si et seulement si les x; sont deux a deux distincts.
Idée de preuve (exigible). Récurrence sur n : on effectue Ly < Lj — x1Lg_1 pour k de n a 2 (dans cet ordre), ce qui met
{1,0,...,0) en premiére colonne et xf_Q(xj — 1) en position (k, 7); on développe selon la premiére colonne, puis on factorise

(zj — x1) dans chaque colonne j > 2:ilreste [[_, (2 — x1) V(2a,. .., zp).

Remarque — lien avec les polynémes de Lagrange. Pour des x; distincts, V' # 0 traduit que P +— (P(asl), R P(xn)) est un
isomorphisme de K,,_1[X] sur K™ : c’est I'interpolation de Lagrange.

Propriété — déterminant tridiagonal. Si D,, est le déterminant de la matrice n x n de diagonale a, de sur-diagonale b et de
sous-diagonale c (zéros ailleurs), alors, en développant selon la premiére colonne puis la premiére ligne du cofacteur obtenu,

‘DnzaDn,l—bch,g‘ (n>3), Dy =a, Dy=a®—be.

On conclut avec la théorie des suites récurrentes linéaires d’ordre 2.

Méthode — déterminant dont toutes les lignes ont la méme somme. faire Cy < C'y + Cy + - - - + C,, pour faire apparaitre une
colonne constante, la factoriser, puis créer des zéros par L; < L; — L. Exemple : le déterminant de diagonale a et de coefficients
bailleurs vaut (a — b)" (a + (n — 1)b).

7 COMATRICE ET INVERSE

Définition. La comatrice de A € M, (K) (n > 2) est la matrice de ses cofacteurs : Com(A4) = (c;)
(_1)i+j det Az]

1<ij<n avec ¢;; =
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Théoréme. Pour toute A € M,,(K) : ’A x 'Com(A) = "Com(A) x A = det(A)L,.

Par conséquent, si A est inversible,

Idée de preuve (exigible). Le coefficient (i,4) de A tCom(A) est Zj ajjc;j = det A : c'est le développement selon la ligne 7. Pour
i # k, le coefficient (i, k) est Zj ajjcy; : c'est le développement, selon la ligne &, du déterminant de la matrice obtenue a partir
de A en remplacant la ligne k par la ligne ¢ — matrice ayant deux lignes égales, donc de déterminant nul.

b d — d —b
Remarque. Entaille 2, A = @ donne Com(A) = ¢ , d'oul la formule connue A~1 = dib . Dés
c d -b a R )

n = 3, la comatrice est un outil théorique : le pivot de Gauss est bien plus rapide pour inverser.
8 SYSTEMES DE CRAMER
Définition. Un systéme de Cramer est un systéme linéaire AX = B de n équations a n inconnues dont la matrice A € M,,(K)

est inversible, c'est-a-dire det A # 0. Il admet alors une unique solution.

det A ]B

Théoréme — formules de Cramer. Si det A # 0, I'unique solution de AX = B a pour coordonnées x; = Tt
e

pour
j€[l;n], ou AJ-B est obtenue en remplacant la j-iéme colonne de A par B.

Idée de preuve. Le systéeme s’écrit Zk 2,Cr = B (C} : colonnes de A). En remplacant B par cette somme dans det AJB et en
développant par linéarité en la j-ieme place, les termes k # j ont deux colonnes égales : il reste x; det A.

Remarque. Ces formules servent a discuter (dépendance en un paramétre, caractére entier d’'une solution), pas a calculer : un
systeme 4 x 4 demanderait cing déterminants d’ordre 4.

>» SAVOIR-FAIRE

e Calculer un déterminant d'ordre 3 ou 4 (opérations élémentaires puis développement), et contrdler par une seconde
méthode.

e Décider si une famille est une base, une matrice inversible, un endomorphisme un automorphisme — et discuter selon
un parametre.

e Exploiter det(AB) = det Adet B, det ‘A = det A, det(AA) = A" det A, det(A~') = 1/ det A et linvariance par
similitude.

e Calculer un déterminant d’'ordre n : structure remarquable, factorisation, ou relation de récurrence (cas tridiagonal).

e Ecrire la comatrice, vérifier A 'Com(A) = det(A)I,, en déduire A~; résoudre un systéme de Cramer.

% EXEMPLE — un déterminant d’ordre 4, mené jusqu’au contréle

On crée des zéros dans la premiére colonne sans changer D (Lo < Ly — 211, Ly <+ L4 — L1), on développe selon cette
colonne (signe +), puis on recommence (Lo < Lo + Ly, L3 < L3 — 2L1):

1 2 0 1 1 2 0 1
93 10 lo-11 -2 |[7PY 7 P12
D = = =1 2 1|=]|0 3 —1l=-1x(15-1)=-14.
01 2 1 0o 1 2 1
-2 1 1 0 -1 5

1 0 1 2 0 -2 1
Contréle par Sarrus sur le déterminant dordre 3: =2 — 2 —2 -8+ 1 —1 = —14. v Comme D # 0, la matrice est
inversible.
® PIEGES

Ecrire det(A + B) = det A + det B, ou oublier I'exposant dans det(AA) = A\™ det A.
Se tromper de signe dans un cofacteur : il vaut (—1)**7, en damier a partir de + en (1, 1).
Croire que L; < AL; ne change rien, ou oublier le —1 d’un échange de lignes.

Ecrire A=! = det + Com(A) sans transposer; appliquer Sarrus en taille 4.
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