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Fiche de cours Arithmétique des entiers relatifs R. RINGUET - 2026 - 2027

Divisibilité, division euclidienne, pgcd et ppcm, nombres premiers, valuations,
congruences

définitions - théorémes et hypothéses - méthodes - démonstrations exigibles

1 DIVISIBILITE DANS Z

Définition. Soient a,b € Z. On dit que a divise b, et I'on note a | b, lorsqu'il existe k € Z tel que b = ak. On dit aussi que a est un
diviseur de b, ou que b est un multiple de a. On note D(b) = {d € Z, d | b} I'ensemble des diviseurs de b.

Propriété — régles de calcul. Soient a, b, c,u,v € Z.

Hl FORMULAIRE
® a|Opourtouta; 1|bpourtoutd; 0|b < b=0;
e transitivité:sia | betb | ¢,alorsa | ¢;
e combinaisons linéaires :sia | beta | ¢, alors a | (ub+ vc) pour tous u, v € Z;
® sia|betb#0,alors |a| < |b| : tout entier non nul n’a qu’un nombre fini de diviseurs;
® a|b < la|||b|:ladivisibilité ne dépend que des valeurs absolues.
Théoréme — entiers associés. Soienta,b € Z.Alors a | betb | a <= b= aoub = —a.Ondit alors que a et b sont associés.

En particulier, deux entiers naturels qui se divisent mutuellement sont égaux.

Idée de preuve (exigible). Sia = 0, a | bdonne b = 0. Sinon |a| < [b] et |b] < |al, donc |a| = |b].

% ATTENTION

a | b est une assertion, pas un nombre : on n’écrit jamais « a | b = c », et I'on ne confond pas a | b avec §. La divisibilité
est une relation d’ordre sur N, mais pas sur Z : elle n'y est pas antisymétrique (1 | —1et —1 | 1).

2 DIVISION EUCLIDIENNE

Théoréme — division euclidienne. Soienta € Z et b € Z*. Il existe un unique couple (¢, ) € 72 tel que
a=bg+r e 0<r<|b.

Lentier ¢ est le quotient, 7 le reste de la division euclidienne de a par b. De plus b | a <= r = 0.

Idée de preuve (exigible). Existence pourb > 0: E = {k € Z, bk < a} est non vide et majoré, donc admet un plus grand élément
q;alorsbg < a < b(q+ 1) et r = a — bqg convient. Unicité : sibqg + r = bq’ + " avec 0 < r,r’ < b,alorsb(q —¢') =1" —r
avec |’ — r| < b,doncr = 7/ puis ¢ = ¢'. Le cas b < 0 s’en déduit en remplagant b par —b. Pour b > 0, ¢ = [%J

® ATTENTION

Le reste est toujours positif, méme si a < 0. Ainsi —100 = 7 x (—15) + 5 : le quotient est —15 et le reste 5, pas
—100 = 7 x (—14) — 2. Une erreur classique consiste a écrire ¢ = —14 parce que « —14 est plus proche ».

Méthode — disjonction selon le reste. pour étudier une propriété de n € Z modulo b, écriren = bg + r avecr € [0;b — 1] et
traiter les b cas : ils recouvrent Z sans se chevaucher, par unicité du reste.

3 PGCD, ALGORITHME D’EUCLIDE, PPCM

Théoréme — pged. Soient a, b € Z non tous deux nuls. Lensemble D(a) N D(b) des diviseurs communs a a et b admet un plus
grand élément, appelé pged de a et b et noté a A b; il appartient a N* et vérifie D(a) N D(b) = D(a A D). Ainsi a A b est le plus
grand des diviseurs communs au sens de la divisibilité : tout diviseur commun divise a A b.

Propriété — régles de calcul. Pour a,b,c € Z nontousnulset k € N* :
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Hl FORMULAIRE

e aANb=bAa=la|Abl; anO=la|la#0); aAl=1;a|b < aAb=|a|(poura #0);

e homogénéité : (ka) A (kb) =k (a Ab);

e clé de l'algorithme : a A b = b A r, ol 7 est le reste de la division euclidienne de a par b (b # 0); plus généralement
aAb=(a—gb) Abpourtoutq € Z;

e associativité : (a A b) A c = a A (b A c¢), ce qui autorise la notation ay A -+ - A ay,.

Théoréme — algorithme d’Euclide. Soient a,b € N avec b # 0. On pose 1yp = a, r; = b et, tant que r, # 0, on note ry41 le
reste de la division euclidienne de 7,1 par rg. Sirx1 = O est le premier reste nul, alors a A b = 7y : le pgcd est le dernier reste
non nul.

Idée de preuve (exigible). Terminaison : (1)1 est une suite d'entiers naturels strictement décroissante tant qu’elle ne s'annule
pas, donc elle s'annule. Correction : a chaque étape 1 A 1, = 1 A 41 d'apres la régle ci-dessus; par récurrence a A b =
*TNATN+1 =TN A0 =1N.

Théoréme — relation de Bézout. Soient a,b € Z nontous nulset d = a A b. Il existe (u, v) € Z? tel que
au+bv =d.

Un tel couple (u,v), appelé couple de Bézout de (a, b), s'obtient par I'algorithme d’Euclide étendu : on remonte les divisions
successives en exprimant chaque reste comme combinaison de a et b.

% ATTENTION

De au+ bv = con ne peut conclure a Ab = ¢, mais seulement (¢ Ab) | c:ainsi6 x 244 x (—1) = 8alorsque 6 A4 = 2.
Le couple (u, v) n'est jamais unique : (u + kb, v — ka’) convient aussi, ot a = da’ et b = db'.

Définition. Soient a,b € Z*. L'ensemble des multiples communs strictement positifs de a et b est non vide (il contient |ab|) : il
admet un plus petit élément, appelé ppcm de a et b et noté a V b. Les multiples communs de a et b sont exactement les multiples

dea Vb, et ’ (a AD) (aVb) = |ab] ‘ En particulier,sia A b = 1 alors a V b = |ab|.

4 ENTIERS PREMIERS ENTRE EUX
Définition. Deux entiers a et b sont premiers entre eux lorsque a A b = 1, c’est-a-dire lorsque leurs seuls diviseurs communs sont
let—1.
Théoréme — théoréme de Bézout. Soient a,b € Z. Alors
aANb=1 <= I (u,v) € Z% au+bv=1.

Idée de preuve (exigible). (=) c’est la relation de Bézout avec d = 1. (<) si au + bv = 1, tout diviseur commun d de a et b divise
au+bv=1,doncd € {—1,1}:aAb=1.

Théoréme — lemme de Gauss. Soient a,b,c € Z.Sia | bceta ANb=1,alorsa | c.

Idée de preuve (exigible). Par Bézout, au+bv = 1; en multipliant par ¢, ¢ = acu+ (bc)v. Or a divise ac et a divise be par hypothése,

donc a divise cette combinaison linéaire, c'est-a-dire c.

Propriété — conséquences a connaitre. Soienta, b,c,n € Z.

Hl FORMULAIRE

esia|nb|lnetaAb=1,alorsab | n;

esiaAn=1etbAn=1,alors (ab) A n = 1; par récurrence, a* An = 1pourtout k € N;
esid=aAbeta=da’,b=db,alorsa’ Ab =1 (on «sort » le pged);

e forme irréductible : tout z € Q s’écritz = § avecp € Z,q € N* et p A ¢ = 1; cette écriture est unique.

Définition. Soient ay,...,a, € Z non tous nuls. Ils sont premiers entre eux dans leur ensemble lorsque a1 A --- A a,, = 1, et
premiers entre eux deux a deux lorsque a; Aa; = 1 pourtousi # j.On alarelation de Bézout généralisée : il existe uy, ..., u, € Z
telsque >0 | a;u; = a1 A+ A ap.

¥ ATTENTION

« Deux a deux » entraine « dans leur ensemble », mais la réciproque est fausse : 6, 10, 15 sont premiers entre eux dans leur
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ensemble (6 A 10 A 15 = 1) alors qu’aucune paire ne I'est (6 A 10 = 2,6 A 15 = 3, 10 A 15 = 5). Ne pas confondre non
plus « a Ab =1 »et « a et b sont premiers » : 8 et 9 sont premiers entre eux sans étre premiers.

5 NOMBRES PREMIERS

Définition. Unentier p > 2 est premier lorsque ses seuls diviseurs positifs sont 1 et p. On note P I'ensemble des nombres premiers :
P ={2,3,57,11,13,17,19,23,29, ... }. Un entier n > 2 non premier est dit composé. L'entier 1 n'est pas premier.

Propriété. Tout entier n > 2 admet un diviseur premier, et son plus petit diviseur > 1 est premier. Si n > 2 n'a aucun diviseur
premier p < /n, alors n est premier.

Méthode — crible d’Eratosthéne. pour lister les nombres premiers < N : écrire 2,3, ..., N, puis, tant qu'il reste un entier non
barré p < v/ N, barrer tous les multiples de p strictement supérieurs a p. Les entiers non barrés sont les nombres premiers < N :
on s’arréte a v/ N car tout composé n < NV a un diviseur premier < \/ﬁ

Théoréme. L'ensemble P des nombres premiers est infini.

Idée de preuve (exigible). Par I'absurde, si P = {p1,...,px}, 'entier N = py - - - py + 1 est > 2, donc admet un diviseur premier
p = p;; alors p divise N et N — 1, donc p | 1: absurde.

Théoréme — lemme d’Euclide. Soitp € Peta,b € Z.Alors p | ab=>p | aou p | b. Plus généralement, si p divise un produit
ai - - ap, il divise I'un des a;.

Idée de preuve. Sip 1 a, alors p A a = 1 (les diviseurs positifs de p sont 1 et p), et le lemme de Gauss donne p | b.
Théoréme — décomposition en facteurs premiers. Tout entier n > 2 s’écrit
n = p?lpgz .o pgr

avecr > 1,p1 < pa < --- < p, premiers et ; € N*; cette écriture est unique.

Idée de preuve (exigible). Existence par récurrence forte : si n est premier c’est fini, sinonn = abavec 2 < a,b < n et l'on applique
I’hypothése de récurrence. Unicité : si deux décompositions coincident, un premier p figurant a gauche divise le produit de droite,
donc I'un de ses facteurs premiers par le lemme d’Euclide, donc lui est égal; on simplifie par p et I'on conclut par récurrence sur n.

Définition. Soitp € P etn € Z*. Lavaluation p-adique de n, notée v,, (n), estle plus grand k € N tel que pk | m; c'est 'exposant
de p dans la décomposition de |n| (avec v,(n) = 0'si p  n). On convient v, (0) = +o0. Ainsi, pour n > 2,

n = H p”p(n)7
peP

produit ou seuls un nombre fini de facteurs différent de 1.

Théoréme — propriétés des valuations. Soienta,b € Z*,p € Petk € N.

Hl FORMULAIRE

vp(ab) = vp(a) + vp(b) et vy (a*) = kvp(a);

a|b < VpeP, vy(a) <vp(b) (poura,b>1);

vp(a A b) =min(vy(a),v,(b)) et wv,(aVb)=max(vy(a),vy(b));

aNb =1 <= aetbn'ontaucun facteur premier commun;de min + max = somme, on retrouve (aAb)(aVb) = ab;
le nombre de diviseurs positifs de n. = p{* - - - p&~ vaut (a3 + 1) - - - (o + 1).

6 CONGRUENCES ET CALCUL MODULAIRE
Définition. Soientn € N* et a, b € Z. On dit que a est congru a b modulo n, et I'on note a = b [n], lorsque n | (b — a). C'est le
cas si et seulement si a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par n.

Propriété. Larelation= [n] est réflexive, symétrique et transitive. Elle est compatible avec les opérations : sia = b [n] etc = d [n],
alors

a+c=b+dIn], a—c=b-—dn], ac = bd [n], a® =b* [n] (k € N).

Elle n’est pas compatible avec la division : voir 'encadré ci-dessous. La structure d’anneau 7 /nZ est hors programme : on calcule
uniquement avec les congruences.

% ATTENTION
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On ne divise jamais une congruence sans précaution : 6 = 12 [6] mais 1 # 2 [6]. La régle correcte est : si ac = be [n] et

¢An = 1,alorsa = b [n] (lemme de Gauss). Plus généralement ac = be [n] <= a=b [-].

Théoréme — inverse modulo n. Soientn € N* et a € Z. Il existe a’ € Z tel que aa’ = 1 [n] si et seulementsia An = 1. Un tel
a’, unique modulo n, est appelé inverse de & modulo 7 ; on l'obtient par I'algorithme d’Euclide étendu : de au + nv = 1 on tire
a’ = u.

Méthode — résoudre ax = b [n]. poserd = a A n.

® Sid tb:aucune solution. En effet ax = b [n] signifie b = ax — nk pour un certain k € Z; or d | a et d | n, donc d diviserait b.
e Sid | b:léquation équivauta Sz = % [2], ou £ est inversible modulo % ; en notant a’ son inverse, z = a’% [2].1lyaalors

d
exactement d classes de solutions modulo n.

Méthode — résoudre ax + by = c dans 72. soitd =a A D.Sid 1 ¢, pas de solution. Sinon : (i) trouver une solution particuliére
(z0,yo) par l'algorithme d’Euclide étendus; (ii) soustraire pour obtenir a(x — z¢) = —b(y — yo), puis simplifier par d et appliquer
le lemme de Gauss. On obtient

b
x=x0+8k, y:yo—%k, keZ,

et il faut vérifier que tous ces couples sont bien solutions (la double inclusion est exigée).

Théoréme — petit théoréme de Fermat. Soitp € Peta € Z.

® Sipfa,alors a?~t =1[p).
e Sans hypothése sura: a? = a [p)].

Idée de preuve (exigible). Pour p t a, k + reste de ak modulo p est une bijection de [1;p — 1] sur lui-méme (si ak = ak’ alors
k = k' par Gauss, car a A p = 1). En multipliant les p — 1 congruences ak = 7, [p] : a?~*(p — 1)! = (p — 1)! [p], et 'on simplifie
par (p — 1)!, premier a p. La seconde forme s'en déduit en multipliant par a.

% ATTENTION

Lhypothése p { a est indispensable dans la premiére forme : 23~ = 4 = 1 [3], mais 33~ = 9 = 0 [3]. Et la réciproque
estfausse: a1 =1 [n] pour tout a premier & n n’entraine pas que n soit premier (n = 561).

>» SAVOIR-FAIRE

Effectuer une division euclidienne (y compris a dividende négatif) ; raisonner par disjonction selon le reste.

Dérouler I'algorithme d’Euclide, puis le remonter pour obtenir un couple de Bézout; en déduire un inverse modulo n.
Résoudre ax + by = cdans Z? et ax = b [n], en décrivant tout 'ensemble des solutions.

Décomposer un entier en facteurs premiers; calculer pgcd, ppcm, nombre de diviseurs par les valuations; reconnaitre
un carré ou un cube.

e Calculer un reste de puissance modulo n (périodicité ou petit théoréme de Fermat); montrer m | f(n) en factorisant
m en facteurs premiers entre eux deux a deux.

* EXEMPLE — trois calculs types

® Euclide et Bézout. 1071 = 2 x 462 + 147,462 = 3 x 147+ 21,147 = 7 x 21 : donc 1071 A 462 = 21. En remontant :
21 =462 — 3 x 147 = 462 — 3(1071 — 2 x 462), soit 1071 x (—3) + 462 x 7 = 21.

e Valuations. 6048 = 25 x 33 x 7 n'est pas un carré (v; = 1 est impair); le plus petit k£ > 1 tel que 6048 soit un carré
estk =2 x3x7=42, et 6048 x 42 = 254016 = 5042.

e Puissance modulo n. 23 = 8 = 1[7], et 2027 = 3 x 675 + 2, donc 22927 = (23)675 X

22 =417].

® PIEGES

Confondre « a A b = 1 » et « a et b premiers »; confondre « deux a deux » et « dans leur ensemble ».
Ecrire un reste négatif, ou arrondir le quotient au plus proche au lieu de prendre la partie entiére.

Lire au + bv = ¢ comme «a A b = ¢ » : elle ne donne que (a A b) | c.

Utiliser a | bc = a | bou a | ¢ sans que a soit premier: 6 | 4 x 9, mais6 {4 et 6 1 9.

Diviser une congruence par un entier non premier a .; oublier p { a dans le petit théoréme de Fermat.

S'arréter & une solution particuliére d’une équation diophantienne; invoquer une propriété de I'anneau Z/nZ (hors
programme).
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