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1 VARIABLE ALEATOIRE ET LOI DE PROBABILITE

Définition. Une variable aléatoire X définie sur un univers fini {2 est une fonction qui associe un nombre réel a chaque issue de
I'expérience aléatoire.

Notation. Pourunréela, {X = a} estI’événement « X prend lavaleur a »; onnote P(X = a) sa probabilité. De méme { X < a},
{X <a},{X > a}, et P(X < a) estlasomme des P(X = x;) pour les valeurs x; inférieures ou égales a a.

Définition. La loi de probabilité de X est la donnée des valeurs x1, . .., x,, prises par X et des probabilités p; = P(X = x;); on
la présente dans un tableau. On a toujours p; +ps + -+ +p, = 1.

Méthode — déterminer une loi. Repérer les valeurs prises par X ; pour chacune, décrire I'’événement correspondant et calculer sa
probabilité (dénombrement, tableau croisé, arbre pondéré); vérifier enfin que la somme des probabilités vaut 1. La loi se visualise
par un diagramme en batons.

2 ESPERANCE, VARIANCE, ECART TYPE

Définition. L'espérance de X est le nombre Di
0,512
E(X) =piz1 +paxa + - + Ppn. R ossa |
C'est la moyenne des valeurs de X pondérées par leurs probabilités : sur un tres
grand nombre de répétitions de I'expérience, la moyenne des valeurs observées 0.008 0,096
se rapproche de E(X). |
0 1 2 3 T

Définition. La variance et I'écart type de X sont ) ) . )
Figure 1 — Diagramme en batons de la loi du

nombre de succés de 3 épreuves de Bernoulli de
parametre p = 0,8.

V(X) = Zpi(xi ~E(X)? 20, o(X)=/V(X).

lls mesurent la dispersion des valeurs de X autour de E(X); o(X) s'exprime
dans la méme unité que X.

Théoréme — formule de Kénig-Huygens. V(X) = F(X?) — E(X)?, ou
E(Xz) = p12? + -+ + p,a2. Cest la formule a utiliser pour les calculs.
Propriété — linéarité. Pour tousréelsa et b:
E(aX +b)=aBE(X)+b, V(aX+0b)=a*V(X), o(aX+b)=la| o(X).
Ajouter b décale I'espérance mais ne change pas la dispersion; multiplier par @ multiplie I'écart type par |a.

Méthode — calculer F, V' et 0. Dresser le tableau de la loi, puis ajouter une ligne p;x; et une ligne pix? : leurs sommes donnent
E(X) et E(X?),dou V(X) par Kénig-Huygens, puis o'(X).

3 NOMBRE DE SUCCES, JEUX, ECHANTILLONS

Définition. Un jeu est équitable lorsque I'espérance du gain algébrique G du joueur est nulle : E(G) = 0.Si E(G) > 0, le jeu est
favorable au joueur; si E(G) < 0, il lui est défavorable. Le gain algébrique tient compte de la mise.

Propriété — nombre de succes. On répete n fois (n < 4), de fagcon indépendante, une épreuve de Bernoulli de paramétre p, et

on note X le nombre de succés. La loi de X s'obtient avec I'arbre : P(X = k) est le nombre de chemins a k succés, multiplié par
k n—k

pr(1—p)" "

Remarque — simulation. Un échantillon de taille n est la liste des valeurs obtenues en répétant n fois I'expérience de facon indé-

20
pendante; sa moyenne M varie d’un échantillon a l'autre, mais s’écarte rarement de n = E(X) de plusde —, ot 0 = o(X):

NG

plus n est grand, plus M est proche de p.
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Remarque — algorithme. Lafonctionesperance variance recoit laliste des valeurs et celle des probabilités, et renvoie I'espérance
et la variance de la loi; la fonction moyenne_echantillon simule un échantillon de taille n du lancer d’'un dé équilibré et en renvoie
la moyenne.

from random import randint
e = sum(p[i] * x[i] for i in range(len(x))) def moyenne echantillon(n):
e2 = sum(p[i] * x[i] ** 2 for i in range(len(x))) s =0

def esperance variance(x, p): 1
2
return e, e2 - e ** 2 4 for i in range(n):
5
6

A W N -

s = s + randint(1, 6)
return s / n

4 SAVOIR-FAIRE DU CHAPITRE

» SAVOIR-FAIRE

Modéliser une situation par une variable aléatoire; interpréter et utiliser les notations { X = a} et P(X < a).
Déterminer la loi de probabilité de X et la représenter par un diagramme en batons.

Calculer E(X), V(X)) (par Kénig-Huygens) et o(X), et les interpréter.

Utiliser la linéarité pour passer de X a aX + b (changement d’unité, gain net, bénéfice).

Etudier un jeu (équitable ou non), comparer deux stratégies ; déterminer la loi du nombre de succés de n < 4 épreuves
de Bernoulli.

5 EXEMPLES TYPES

* EXEMPLE — loi, espérance et variance

Un joueur lance un dé équilibré ; son gain algébrique X, en euros, vaut 10 si le résultat est 6, et —2 sinon. Loi : P(X =
10) = &, P(X = —2) = 2. Alors E(X) = 10 — 10 = 0 |e jeu est équitable. De plus E(X?) = 100 4 4X5 = 20, donc
V(X)=20-0%=20eto(X) =25~ 4,47.

* EXEMPLE — linéarité

Une température X en degrés Celsius vérifie E(X) = 18 et 0(X) = 5. En degrés Fahrenheit, Y = 1.8X +32: E(Y) =
1,8x18+32=64,4,V(Y)=182x25=8leto(Y)=18x5=09.

* EXEMPLE — nombre de succés

Un joueur marque chaque lancer franc avec la probabilité 0,8 et en tire 3, de facon indépendante; X est le nombre de
paniers. Larbre donne P(X = 0) = 0,23 = 0,008, P(X = 1) = 3x0,8x0,22 = 0,096, P(X =2) = 3x0,8°x0,2 =
0,384 et P(X = 3) = 0,83 = 0,512 (somme 1). Alors E(X) = 0,096 + 2 x 0,384 + 3 x 0,512 = 2,4 paniers en
moyenne.

* EXEMPLE — jeu équitable

Un jeu colte 2 euros : on tire une carte d’un jeu de 32 cartes; un as rapporte 6 euros, une figure 2 euros, les autres cartes
rien. Le gain brut X vérifie P(X =6) = ot = £, P(X =2) = 2 =3 et P(X =0) = ,donc E(X) = § + § = 15.
Le gain algébrique est G = X — 2, d'espérance E(G) = 1,5 — 2 = —0,5 : le jeu est défavorable au joueur, qui perd en
moyenne 0,50 euro par partie. Il serait équitable pour une mise de 1,50 euro.

% PIEGES

e \érifier systématiquement que la somme des probabilités de la loi vaut 1; une probabilité négative ou supérieure a 1
signale une erreur.

E(X) n'est pas toujours une valeur prise par X (ici 2,4 paniers) : c’est une moyenne, pas un résultat possible.

Dans V(X) = E(X?) — E(X)? E(X?) se calcule avec les 27 et les mémes p; ; ce n'est pas F(X)?.

V(aX +b) = a®?V(X) : le bdisparait et le a est au carré; pour I'écart type, c’est |a|, jamais a s'il est négatif.

Un jeu équitable se juge sur le gain algébrique (mise déduite), et non sur le montant recu.
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